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L'invariant de Suslin en caracteristique positive 



Resume 

Pour une fc-algebre simple centrale A d'indice inversible dans k, Suslin a defini 
un invariant cohomologique de SKi(yl) |Sus2j . Dans ce texte, nous generalisons cet 
invariant a toute fc-algebre simple centrale par un relevement de la caracteristique 
positive a la caracteristique 0. Pour pouvoir definir cet invariant, on a besoin des 
groupes de cohomologie des differentielles logarithmiques de Kato [Katlj . 

Abstract 

For a central simple fc-algebra A with indfc(-A) € k x , Suslin denned a coho- 
mological invariant for SKi(A) [Sus2]. In this text, we generalise his invariant to 
any central simple /c-algebra using a lift from positive characteristic to characteris- 
tic 0. To be able to define the invariant, we use Kato's cohomology of logarithmic 
differentials [Katl] . 

1 Introduction 

Soient k un corps, A une fc-algebre simple centrale et SLi(A) le groupe algebrique 
lineaire usuel que nous considerons comme foncteur, done defini pour chaque extension 
de corps F de k par 

SLi(A)(F) = SU(A ® k F) = {aeA® k F\ Nrd A ® kF/F (a) = 1}. 

Soit de plus SKi(A) le foncteur en groupes qui associe a chaque extension de corps F de 
k le groupe de Whitehead reduit de A F '■— A® k F ; i.e. 

SK a (A)(F) = SKMf) = $L X (A F )/[A*,A*}. 

Puisque SKi(A) est done lie au groupe algebrique lineaire SLi(A), il vaut la peine de l'etu- 
dier, certainement parce que Platonov nous a rassure qu'il n'est pas forcement trivial |Plal 
Thm. 5.19]. La question de la triviality a ete independamment posee par Tannaka et Artin 
en 1943. Pendant plus de 30 annees, on a essaye de la prouver - le probleme de Tannaka- 
Artin jNMl IWaS] . SKi(A) est quand -meme trivial si indfc(A) est sans facteurs carres 
(Theoreme de Wang |Wan] ) . Suslin a conjecture la reciproque |Suslj . Recemment, Mer- 
kurjev a demontre que cette conjecture vaut si 4 | indfc(A) [Mer2] . et Rehman-Tikhonov- 
Yanchevskii ont demontre qu'il suffit de demontrer la conjecture pour des algebres a 
division cycliques |RTY^ Thm. 0.19]. 
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Une fagon d'etudier SKi(A) est de construire des invariants cohomologiques. Inspire 
par Platonov [Plaj . Suslin a construit un invariant cohomologique de SK^A) dans le cas 
ou n = mdk(A) e k x [Sus2j . Si [A] <G H 2 (k,fi n ) est la classe de Brauer de A, l'invariant 
de Suslin est un morphisme fonctoriel en le corps (la fonctorialite est en effet inherente a 
la definition d'un invariant) : 

p S us,A : SKtWik) - H\k,pf)/(H\k^f) U [A]). 

Pour un apercu plus detaille de cette histoire, voir |Gil2t §2]. La conjecture de Bloch- 
Kato, recemment demontree par Voevodsky-Rost-Weibel [BKl IVoej IRos2j IWeij . donne 
que le symbole galoisien h l nk : Kf 1 (k)/nK^ (k) — > H l (k, n® 1 ) decrit les if-groupes de 
Milnor en termes de la cohomologie galoisienne (z > 0). On sait done reecrire l'image de 
PSus avec une structure de K^f( k) -module qui est induite par le symbole galoisien. 

Le but de ce texte est de generaliser l'invariant de Suslin pour toute fc-algebre simple 
centrale, utilisant qu'il existe pour toute algebre simple centrale en caracteristique 0. Si k 
est un corps de caracteristique p > 0, on le considere comme corps residuel d'un anneau 
R complet de valuation discrete v avec corps des fractions K de caracteristique 0. On sait 
relever A en une i?-algebre d'Azumaya B tel que B®nk = A. Alors Bk '■= B®rK devient 
une K- algebre simple centrale, et Suslin a done construit un invariant cohomologique 
de SKx Vu qu'un resultat de Platonov [Plaj Cor. 3.13] induit un isomorphisme 

SK 1 (_B^)(fC) = SKx(y4)(A;), on peut essayer d'en deduire des invariants cohomologiques 
de SKi(A). La subtilite ici est que l'isomorphisme de Platonov se deroule au niveau des 
groupes, et pas au niveau des foncteurs, ce qui cause quand meme quelques soucis. De 
plus, la definition depend du choix de R. Heureusement, on sait passer outre en utilisant 
des anneaux de Cohen. 

On commence par le cas ou car(k) > et l'indice de A est inversible dans k (le cas 
modere). L'invariant de Suslin est en effet deja defini dans ce cas, mais le relevement per- 
met aussi de construire un invariant en caracteristique positive a partir de tout invariant 
de SK.i(Bk) (en caracteristique 0) du meme type. De plus, cela sera un bon echauffement 
pour le cas sauvage. Avant d'etablir le relevement, on decrit les groupes de cohomologie 
utilises (Section [2]). On les insere dans le formalisme des modules de cycles de Rost [Roslj 
afin de pouvoir utiliser une caracterisation tres utile des invariants de Merkurjev [Merit 
Lem. 2.1, Thm. 2.3]. Puis, on a tous les ingredients en vue de relever les invariants (Section 

ED. 

Apres ce relevement, on continue au cas ou l'indice de A peut etre non inversible dans 
k (le cas sauvage). Afin de construire un invariant, il faut utiliser les groupes de coho- 
mologie de different ielles logarithmiques de Kato [KatT] qui generalisent la cohomologie 
galoisienne. Eux aussi sont servis d'une structure de K^f (fc)-modules comme les groupes 
de cohomologie galoisienne ordinaires. Un resultat de Kahn [Kali] nous fournit le dernier 
ingredient pour pouvoir effectuer un relevement et de telle fagon obtenir l'invariant desire 
(Section H|). Utilisant la validite de la conjecture de Suslin pour les biquaternions, nous 
pouvons nous rassurer que cet invariant releve est non trivial. Nous finissons ce papier 
avec quelques remarques : entre autre quelques considerations sur la conjecture de Suslin 
au regard des resultats obtenus. 

Notations - Fixons quelques notations durant tout ce texte. 

- Pour un corps k, on note k s une cloture separable et Y k = Gal(k s /k) le groupe de 
Galois absolu. 
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- Pour un entier m > et un corps k, on note le r^-module des racines m-iemes 
d 'unite de k s par \i m . 

- Les groupes de cohomologies utilises -sauf mention expresse- sont des groupes de 
cohomologie galoisienne (ou etale) . 

- m Br(fc) est la m-ieme partie de torsion du groupe de Brauer de k (m > un entier). 

- Si F est un corps munie d'une valuation discrete v, l'anneau de valuation est note 
par O v et le corps residuel, par k(v). L'extension maximale non ramifiee de F est 
notee par F nr . Si x G O v , on note x son residu dans k(v). On utilise cette notation- 
ci aussi pour d'autres objets munis de residus naturels. Une valuation discrete est 
toujours supposee etre non triviale (de rang 1 et de groupe des valeurs Z). 

- Soient A une fc-algebre simple centrale et F une extension de corps de k, alors 
Ap := A ®fc F est la F-algebre simple centrale obtenue par extension de base. 

Remerciements - L'auteur remercie vivement son directeur de these, Philippe Gille, 
pour soutenir cet article par ses idees et commentaires tres utiles. II remercie aussi la 
K.U.Leuven et l'Ecole Normale Superieure (Paris) pour le support financier et l'hospita- 
lite qui ont realise tant de visites. L'auteur est aussi partiellement soutenu par « Fonds 
voor Wetenschappelijk Onderzoek Vlaanderen » (G. 0318. 06). 

2 Modules de cycles 

Dans cette section, on commence par decrire les groupes de cohomologie ou l'invariant 
de Suslin a ses valeurs. II sont des exemples privilegies de modules de cycles. On donne une 
breve introduction a ce formalisme introduit par Rost |Rosll §1,2], et puis on explique le 
lien avec les invariants cohomologiques d'un groupe algebrique decouvert par Merkurjev 
pVferTj . 

2.1 Groupes de cohomologie 

Dans toute cette section, soient F un corps de car(F) = p>0etm>0un entier 
inversible dans F. 

(a) Definition - Soit /x® 4 la z-ieme produit tensoriel de \i m comme Z/mZ-module (i > 0), 
alors on definit : 

H* m (F) := H\F,^{-1)) avec /x^(-l) = Hom rF ( Mm , fit). 

De plus, on pose H l m (F) = pour i < 0. Bien evidemment, on a 1) = /i®* pour 

tout i > 0, et done H^ 1 (F) = H l+1 (F, La suite exacte de Kummer 

1 - »m(F) - F s x ^ F s x -, 1 (2.1) 

implique Interpretation cohomologique bien connue du sous-groupe de m-torsion du 
groupe de Brauer m Br(F) = H 2 (F,fi m ). 

1 On utilise le suscrit i + 1 au lieu de i juste par raisons de traditions et pour etre conforme au cas 
sauvage ou il semble un peu plus naturel d'utiliser ce suscrit. 
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(b) Structure de K n (F) -module - Considerons les K-groupes de Milno^ K n (F) pour un 
entier n. Rappelons que 

K n {F) = F x ® z . ®i.F*J J, 

n fois 

avec J le sous-groupe engendre par des symboles de la forme x± <£) . . . (g) x n pour lequel 
Xi + Xj — 1 pour 1 < i < j < n. Les symboles primitifs sont notes abbreges {x±, . . . , x n }. 
La suite exacte de Kummer (12.11) implique au niveau de cohomologie Ki(F)/mKi(F) = 
F x /(F x ) m = /i m ). Utilisant le cup-produit, on obtient le symbole galoisien 

h^ F : K n (F)/mK n (F) -> H»(F,v%>), (2.2) 

qui est un isomorphisme (conjecture de Bloch-Kato - Theoreme de Voevodsky-Rost-Weibel 
|BKl IVoel IRos2l IWei] ) . La structure de -K" n (F) -module de if^^F) pour un entier i > 
est defini par le cup produit avec le symbole galoisien : 

K n (F) x W+\F) -> H^ + \F) : (a, b) » h n m>F {a) U b. 

On note le produit scalaire par a ■ b := F (a) U b pour a G K n (F), a sa classe dans 
K n {F)/mK n {F) et 6 G ^ +1 (F). 

fcj Fleches de residu - Si f est une valuation discrete sur F de corps residuel k(v), on a 
une fleche de residu pour tout entier i > 0, 

<^ +1 : H£\F) -> i&(*(t;)), 

qui est bien expliquee par Serre |GMSl §6,7]. De plus, si F est complet pour la valuation, 
elle a un scindage, parce que tout element a de H^ 1 (F) s'ecrit comme a i+ i + (it) U a, 
avec Ti G F un element uniformisant, (71") sa classe dans F x /(F x ) m = if 1 (F, /i m ) et les 
atj G H^niy)) se plongeant dans H^F) |GMSl 7.11]. On a done une suite exacte scindee 
interessante : 

- W+\k{v)) -> ^ +1 (F) fl^(«(t;)) - 0. (2.3) 

(g^ Version relative - Soit A une F-algebre simple centrale de imip(A) = n G -F x . On 
considere sa classe de Brauer [A] G n Br(F) = H 2 (F,fi n ). Utilisant le cup-produit de la 
cohomologie galoisienne, on definit (pour i > 1) 

<2(^ : = U [A]) . 

Si F est munie d'une valuation discrete v, on peut etendre les residus de H^ 1 (F) a des 
residus relatifs. On note A := A®o v K (v), la n(v)-algebre simple centrale residuelle de A. 
La description en terme de cocycles explicites [QMS} §6] garantit bien que 

dl+\W-\F,^) U [A]) C W-\k(v),^- 2 ) U [A]. 

2 On utilise surtout des if-groupes de Milnor dans la suite. Done, pour ne pas alourdir inutilement la 
notation, on oublie le suscrit M de la notation usuelle K^f (F) des if-groupes de Milnor, et on utilise la 
notation K$ pour les i-T-groupes de Quillen. 
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Qa implique done qu'on a un diagramme commutatif (pour i > 2) : 

H*- 1 ^),^- 1 ) H*-\F, n*- 1 ) H^Kiv),^- 2 ) (2.4) 



U[A] 



U[A] 



U[A] 



H 1+1 {k{v), /if ) H i+1 {F, nf) H l {K{v),fif- 1 ) 0. 

Le lemme du serpent permet done de construire une suite exacte : 

- - K%F) 9 S K tA (n(v)) -> 0. (2.5) 

Puisque la suite exacte (12.41) est scindee, la suite exacte (12. 5p Test aussi. A noter que 
d'apres la conjecture de Bloch-Kato et la structure de i^ n (F)-module, on a une definition 
equivalente : 

H${F) = W+\F^t 1 )/ (Ki-i(F) ■ [A]) • (2.6) 

2.2 Definition 

Les proprietes communes des groupes de cohomologies H*(F) et des groupes de K- 
theorie de Milnor ont inspires Rost a definir une structure formelle qui respecte les memes 
proprietes homologiques [Rosl} §1-2]. Nous rappelons en bref ce formalisme des modules 
de cycles. 

(a) Definition d'un module de cycles - Soient R un anneau de valuation discrete, R-cotps 
la categorie des i?-corps (des i?-algebres qui sont des corps) et 2lb la categorie des groupes 
abeliens. Un module de cycles M de base R est un foncteur 

R-coxps — > 216 

munie d'une graduation M = (Mj)j> et des donnees D1-D4 El (E, F des objets de R-coxps 
et (p un morphisme de R- corps) 

Dl : Pour tout <p : F -> E, on a ip* : M(F) -> M{E) de degre 0. 

D2 : Pour tout ip : F -> E fini, on a ip* : M (E) -> M(F) de degre 0. 

D3 : Pour tout F, le groupe M(F) a une structure de i^„(F)-module tel que 
K n (F) ■ M m (F) C M n+m (F) (n,m > des entiers). 

D4 : Si F est un i?-corps de valuation discrete v, il existe un residu d v : M(F) — > M(k(v)) 
de degre —1. 

Ces donnees doivent respecter des regies de compatibilite (Rla-R3e) et de geometrie (FD 
et C) - voir Appendice \M et loc. cit. A noter que, pour obtenir ses buts, Rost lui-meme 
met plus de restrictions sur la base R, mais il commente qu'il est permis de moderer les 
conditions (ibid., §1, p. 328). 



5 Si on utilise Mj pour j < 0, dans une notation libre, il est 0. 
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(b) La base et la coexistence de deux modules de cycles - Le cas classique est celui ou la 
base est un corps. Dans ce texte, on utilise la terminologie des modules de cycles pour 
une base qui est un anneau R de valuation discrete complet avec corps des fractions K et 
corps residuel k. Un module de cycles M avec une telle base associe done a toute extension 
de corps L de K un groupe gradue M(L) et de meme, a toute extension de corps L de k, 
un groupe gradue M(L). 

A noter que Ton peut bien restreindre un module de cycles de base R en un module 
de cycles de base K ou egalement de base k en se restreignant aux extensions de corps de 
K ou de k. Un module de cycles M avec base R est done rien d'autre que la coexistence 
de deux modules de cycles avec un corps comme base (notes M\k et M\k) avec un lien 
donne par D4. Dans la suite, on utilise les modules de cycles de base R afin de faciliter la 
notation et de travailler dans un cadre plus general. Neanmoins, on pourrait reformuler 
les arguments, travailler avec deux modules de cycles et utiliser ces liens comme exterieurs 
aux modules de cycles memes : comme des donnees supplementaires. 

(c) Complexe de Gersten - Soient F un i?-corps, X une F-variete et M un module 
de cycles, alors l'existence des residus et des regies de modules de cycles induisent un 
complexe de cycles de Gersten C*(X,Mj) |Rosll §3.3] > 0) : 

. . . -> ffi ie i(«-i) Mj^i + i (F (x) ) ^ ® ia( ,)M H (F(j;)) Z ©^,,,+,,^^^(1)) 

oil X^ 1 ' designe l'ensemble des point de codimension i dans X et F(x) est le corps residuel 
de x, un point de codimension i. La fleche d l est bien la somme des residus induits par 
les valuations associees a un point de codimension 1 de X^>. L'homologie de ce complexe 
au cran i est notee A (X, Mj ) . 

(d) Exemples privilegies - Lions cette section a la precedente. Soient R un anneau de 
valuation discrete complet de corps des fractions K et corps residuel k et pour une K- 
algebre simple centrale A de indx(A) = n tel que n G K x et n e k x . Alors, les foncteurs 

K := (W m )i>o : R-COtpS -> Stb : F i-> (H l m (F))i> et 
K,A : = (K,^)i>2 = R-coxps -> 2lb : F^ (W n)AF (F)).^ 

sont bien des modules de cycles ou Ap := A ®r F . A noter que pour une extension 
F de K, la F-algebre A F est de nouveau simple centrale. On sait que m.d k (A) = n avec 
A = A® R k (voir demonstration du Corollaire l3.3p . Alors pour tout R-coxps F, ind(v4^)| n 
et [Ap] se trouve done bien dans n Br(F). La definition du deuxieme module de cycles est 
done consistante. 

La verification des regies du premier cas pour des i?-corps d'egale caracteristique est 
decrite par Rost |Rosll 1.11]. Le cas de caracteristique mixte suit de fagon analogue. Le 
premier module de cycle induit la verification du second puisque les donnees et regies se 
continuent au niveau relatif (voir aussi (12.51) ). 

Un autre exemple de modules de cycles est la i^-theorie de Milnor. La donnee Dl est 
definie de fagon evidente. Soit E une extension finie de corps de F, alors la donnee D2 
est induite par la norme N E / F appliquee aux generateurs [BTl Ch. I, §5]. La donnee D3 
est definie par la structure multiplicative des F-groupes : 

K n (F) x K m (F) ^ K n+m (F) : ({xi, . . . , x n }, {y h . . . , y m }) h-> ({xi, . . . , x n , y h . . . y m }). 
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Soit F un corps de valuation discrete v, alors le residu K n (F) — > K u ^i(k(v)) -la donnee 
D4- est defini par 



{tt,x 2 , . . . ,x n } I ^ {x 2 , 
{xi,x 2 , . . . ,x n } h-> 0, 



•En J) 



avec xi, . . . , x n G 0* et 7r une uniformisante de F \Mi\\ Lem. 2.1]. 



2.3 Lien avec les invariants 

Dans toute cette section, soient k un corps et M — (Mj)j>o un module de cycles de 
base k. Merkurjev a decouvert un lien interessant fecond entre les groupes A l (G, Mj) et les 
invariants cohomologiques d'un fc-groupe algebrique G dans M de degre j. Expliquons-le, 
et commengons par rappeler la notion d'un invariant d'un groupe algebrique. 



(a) Definition d'un invariant - Des invariants sont des objets fonctoriels, done il faut des 
foncteurs. On considere un foncteur G : A;- corps — > 2tb (par exemple un groupe algebrique) 
et Mj (pour j > 0) comme foncteur k-coxps — > 2tb. 

Un invariant p de G dans M de degre j est une transformation naturelle des foncteurs 
G — > Mj. En particulier, pour toute extension de corps F de k, il consiste en un morphisme 
fonctoriel 

p F : G(F) - M 3 -(F). 

Tous les invariants de G dans M de degre j forment un groupe abelien, note Inv J (G, M). 



(b) Le lien de Merkurjev - Soit G un groupe algebrique, alors Merkurjev a construit un 
morphisme injectif 

9: Invi(G,M)^A°(G,Mj):p^p K (Z), (2.7) 

avec K = k(G) et £ G G(K) le point generique de G. II demontre que l'image est le sous- 
groupe A°(G, M,) mult contenant les elements multiplicatifs de A°(G,Mj) [Merl[ Lem. 2.1 
et Thm. 2.3]. Ce sont les elements x G A°(G,Mj) tels que 

p{(x) + pl(x) = m*(x), 

ou pl,p 2 et m* sont les morphismes A°(G, Mj) — > A°(G x G, Mj) induits par les deux 
projections pi,p 2 : G x G — > G et la multiplication m : G x G -* G. 

II demontre aussi que A°(G, Mj) mu i t C A°(G, Mj), avec A°(G,Mj) le sous-groupe 
reduit de A°(G,Mj) (ibid., Lem. 1.9). Le sous-groupe reduit est le noyau du morphisme 
it* : A°(G,Mj) — > A°(l,Mj) qui est induit par le morphisme d'unite m : 1 — ► G. Le 
morphisme u* induit meme un scindage A°(G, Mj) = A°(G, Mj) © A°(k, Mj). 



(c) L 'invariant de Suslin - Soient k un corps et A une fc-algebre simple centrale de 
norme reduite Nrd^/fc, alors le groupe de Whitehead reduit SKi(A) est isomorphe a 
SL 1 (A)/[A X , A x ]. Considerant le foncteur (qui n'est pas un groupe algebrique) 

SKx(A) : £;-cotps -> 2lb : F i-> SKi(A)(F) = SK^A ® fe F), 
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Suslin a introduit un invariant [Sus2i §3] 

ps^elnv^SKi^),^)- 

Ici, 7i* A = (W^J es ^ un m °dule de cycles de base k. Faisant de bonnes hypotheses sur 
A, on peut le voir comme un module de base d'un anneau R complet de valuation discrete 
restreint a son corps de fractions ou a son corps residuel selon El [(b)] voir aussi c jj.zl 

Suslin demontre en plus que pour une extension de corps F de k, les representants de 
l'image de SK^A^F) sont des elements du noyau de H*(F) — > H*(F(X)), ou X designe 
la variete de Severi-Brauer associee a A (loc. cit.). 

3 Le relevement, le cas modere 

Dans cette section, on utilise un relevement de la caracteristique positive « moderee » 
a la caracteristique afin de construire des invariants cohomologiques en caracteristique 
positive fondes sur l'existence des invariants en caracteristique 0. En plus, de relier les 
deux cas, on peut retrouver plus d'information sur la caracteristique positive moderee par 
la caracteristique et vice versa. 

3.1 La strategie 

Soient k un corps et A une fc-algebre simple centrale. Pour construire des invariants 
de SKi(A), on voudrait utiliser l'isomorphisme de Merkurjev (12 .7p qui nous permet d'ob- 
tenir des resultats en travaillant avec des complexes de Gersten. Malheureusement, cet 
isomorphisme ne vaut que pour des groupes algebriques, et SK^A) n'en est pas un. Du 
a la projection SL 1 (A)(F) -> 8Li(A)(F)/[A F ,A F ] = SK 1 (A)(F) pour chaque extension 
de corps F de k, on obtient quand-meme une injection de groupes d'invariants. 

Lemme 3.1. Soient k un corps, A une k-algebre simple centrale et M un module de 
cycles. La projection de k-foncteurs tt : SLi(A) — > SKi(A) induit pour tout entier j une 
injection 

n : ImP{SK x (A),M) ^ Inv> (SL^A), M). 

Nous utilisons done des invariants de SLi (A) qui nous permettent d'utiliser le resultat 
de Merkurjev. En plus, le travail que nous allons effectuer n'est pas fonde sur la definition 
de l'invariant de Suslin, mais sur son existence. Tout autre invariant analogue peut done 
etre releve de la meme fagon. 

Nous commengons par expliquer la strategie generale du relevement. Dans cette des- 
cription, nous ne donnons pas d'arguments explicites et detailles. Ceux-ci se trouvent dans 
les sections suivantes. 

(i) Construire un invariant auxiliaire. Soit k un corps de car(fc) = p > tel que p ne 
divise pas mdk(A). II existe un anneau R complet de valuation discrete v tel que k soit 
le corps residuel et que le corps des fractions K de R est de caracteristique 0. Alors, 
A se releve en une i?-algebre d'Azumaya B. De telle fagon, '■= B®rK est une K- 
algebre simple centrale. Afin de construire un invariant dans Inv 4 (SKi(yl), j4 ), 
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nous construisons un invariant auxiliaire p' E Inv 3 (SKi(v4), A ). Pour chaque 
extension de corps k! de k, il faut done definir un morphisme 

Soit K' un corps complet de valuation discrete w de corps residuel k' tel que K' est 
une extension de K et tel que w prolonge v. Alors, on est donne un isomorphisme 
SKi(B K )(K') SK 1 (A)(fc / ). A partir d'un invariant p e Inv^SK^^), K,bJ> 
le residu du module de cycles (12.51) donne un morphisme 

p'k> '■ SKi(A)(fc') —* H^ A (k'). 

Celui-ci n'est pas necessairement un invariant, puisque la fonctorialite en les exten- 
sions de corps n'est pas immediatement obtenue. En effet, il y a plusieurs manieres 
afin de trouver des corps de valuation K' comme ci-dessus. Pour resoudre ce probleme, 
on utilise des anneaux de Cohen qui sont suffisamment canoniques. 

(ii) En deduire I'invariant recherche. Puisque le residu des modules de cycles se niche 
dans une suite exacte fonctorielle (12. 5p . on obtient un invariant de degre 4 dans 
Iuv^SKx^Ka) des que I'invariant p' est trivial. D'apres le Lemme I3.1[ pour 
demontrer la trivialite, il suffit de demontrer la trivialite de I'invariant vr(p') de 
SLi(A). Comme annonce, on utilise le morphisme 9 de Merkurjev (12. 7ft pour ce but. 
On demontre que 6{ii(p')) = en travaillant sur la definition des groupes A et 
utilisant des resultats connus. 



3.2 Objets de base 

Avant de relever des invariants, on doit etre capable de relever les objets de base 
d'une fagon adaptee. Nous expliquons done en bref le relevement des corps et des algebres 
simples centrales. 

(a) Algebres simples centrales - Soient k un corps et A une /c-algebre simple centrale. 
Soit R un anneau complet de valuation discrete v tel que k soit le corps residuel et tel 
que K = Frac(i?) est de caracteristique (par exemple, un anneau de Cohen R avec son 



corps de fractions - voir (b) ) 



Soient P(R), respectivement P(k), l'ensemble des classes d'isomorphismes des R- 
algebres d'Azumaya, respectivement des /c-algebres simples centrales. Alors, l'application 
residuelle P{R) — * P(k) qui associe a la classe d'une i?-algebre d'Azumaya B la classe 
de B ®r k, est bijective |Gro2l Thm. 6.1]. Alors, il existe une i?-algebre d'Azumaya re- 
levee (i.e. tel que B <8r k = A) de A de meme indice et degre, appelons-la B. Alors, 
Bx '■= B ®r K est une i^-algebre simple centrale. La bijection P(R) — > P{k) induit un 
isomorphisme Br(i?) = Br (A;), et de plus il y a une injection By(R) — > Br(i^) [AG} Thm. 
7.2]. Done en somme, on a une injection Br(A;) — > Br(i^). 

Heureusement, SK.i(A)(k) et SKi(Bk)(K) sont isomorphes. Ce resultat est essentiel- 
lement du a Platonov pour des algebres a division. Pour une i^-algebre a division D, la 
valuation v s'etend a une valuation w = ^-v o~Nrdr,/K sur D avec Nrd^/x la norme reduite 
de D et m > le generateur de v o Nrdu/x(-D) C Z |Serl[ Ch. XII, §2]. Soit Od l'anneau 
de valuation de w avec ideal maximal Vd, alors on note D = Od/Vd, la k-algebre d divi- 
sion residuelle - voir aussi [Wad] §2]. L'application residuelle Od — > D se restreint alors 
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a un morphisme residuel SL\(D)(K) — > SLi(D)(k), et Platonov a demontre la propriete 
de rigidite suivante. 

Theoreme 3.2 ( [Plal Prop. 3.4, Thm. 3.12, Cor. 3.13]). Soient K un corps complet de 
valuation discrete v avec k son corps residuel et D une K-algebre a division. Le morphisme 
residuel 

Sln{p){K) - SL^k) 

est surjectif de noyau contenu dans [D X ,D X ]. II factorise done a travers SK\(D), et cette 
factorisation induit un isomorphisme 

SK X {D){K) = SK x (D){k). 

Le but est d'en deduire risomorphisme entre SKi(A)(/c) et SKi(Bk)(K). Bien evidemment, 
on utilise les theoremes consacres de Wedderburn et de Morita \GS\ Thm. 2.1.3, Lem. 
2.8.6]. 

Corollaire 3.3. Soient A, B, k,R et K comme dessus, alors 

Demonstration. Selon le theoreme de Wedderburn, Bk = M m (D) pour une i^-algebre 
a division D et m > 0. Du a l'injectivite de Br(i?) — > Br(i^), on sait que M m (Oz>) 
est Brauer-equivalent a B. Done de nouveau du a Wedderburn, A = M m (D). Alors, le 
Theoreme 13.21 et le theoreme de Morita garantissent que 

SK^Bk^K) = SK!p)(if) s SK 1 (^)(fc) = SK x (A)(fc). 



Remarque 3.4 - II faut noter aussi que cet isomorphisme est fonctoriel dans le sens suivant. 
Soit K' une extension de corps de K qui est egalement complet et de valuation discrete 
v' tel que v' prolonge v et soit k' le corps residuel de K' . Alors, l'isomorphisme commute 
avec l'extension de base de K a K' et de k a k! . On n'a quand meme pas d'equivalence 
de foncteurs, puisque il n'y a pas de bijection entre les extensions de k et celles de K. 

(b) Anneaux de Cohen - Les anneaux de Cohen - parfois aussi appeles des p-anneaux- 
fournissent une methode assez canonique de relever des corps de caracteristique positive 
a des anneaux de caracteristique 0. Nous commengons par la definition d'un anneau de 
Cohen. 

Definition 3.5. Un anneau de Cohen est un anneau complet de valuation discrete dont 
le corps residuel est de caracteristique p > 0, et dont I'ideal maximal est engendre par p. 
Pour un premier p fixe, on parle des p-anneaux de Cohen. 

Schoeller donne une construction explicite de ces anneaux |Scht §3]. lis sont des sous- 
anneaux des anneaux de Witt. Dans le cas ou le corps residuel est parfait, ils sont exac- 
tement les anneaux de Witt. En general, l'anneau de Cohen contient l'anneau de Witt 
de son sous-corps parfait maximal. A noter aussi que les anneaux de Cohen sont de ca- 
racteristique 0. Nous rappelons le resultat fondamental sur ces anneaux. 
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Theoreme 3.6 ( |Coh] . voir aussi |Groll Thm. 19.8.6]). 

(i) Soient W un anneau de Cohen, C un anneau local noetherien complet et I un ideal 
de C distinct de C . Alors tout homomorphisme local u : W — > C / 'I se factorise en 
W A c -> C/I, ou v est un homomorphisme local. 

(ii) Soit k un corps de caracteristique p > 0. II existe un anneau de Cohen W dont 
le corps residuel est isomorphe a k. Si W est un second anneau de Cohen, k' son 
corps residuel, tout isomorphisme u : k — > k' provient par passage au quotient d'un 
isomorphisme v : W — > W. 

Remarque 3.7 - Remarquons que la propriete (JI|) induit que les anneaux de Cohen sont des 
objets initiaux dans la categorie des anneaux locaux avec corps residuel fixe. Ce theoreme 
semble done suggerer qu'il existe une propriete universelle des anneaux de Cohen. Mal- 
heureusement, les morphismes induits ne sont pas uniques en general. II ne le sont que 
si k est parfait (avec k le corps residuel de W) |GroH Rem. 21.5.3]. Done par manque 
d'unicite, on appelle cette propriete universelle amputee une propriete verselle, comme le 
fait Serre |GMS[ §5]. Heureusement cet handicap se guerit au niveau de la cohomologie. 

Corollaire 3.8. Soient W, W des anneaux de Cohen tel que le corps residuel k' de W est 
une extension de k, le corps residuel de W. Notons u : k — > k! I 'inclusion. Le Theoreme 
\3.6i (TJj fournit un homomorphisme local v : W — > W . Soient A une k-algebre simple 
centrale et B la W-algebre d'Azumaya relevee. Soient K = Frac(W) et K' = Frac(W), 
alors v definit pour tous entiers i, n > un homomorphisme des suites exactes scindees 



TTi + l 

H n,A 



(k) 



n,B K 



H n,A 



(k') 



TTi+l 

n n,B K 



AK>) 



De plus, ne depend pas du choix de v. Si k = k! , on a un isomorphisme canonique 

Demonstration. Soient k, k! de caracteristique p, l'homomorphisme local v envoie l'unifor- 
misante p G W sur p G W. Done, le diagramme et l'independance du choix de v suivent 
directement du scindage de la suite (12.51) par le cup-produit avec la classe de p. Si u est 
un isomorphisme, v l'est aussi par le Theoreme 13.61 (JI|), et on retrouve un isomorphisme 
de suites exactes. ■ 

Les anneaux de Cohen fournissent done au niveau de ces groupes de cohomologie une 
methode canonique pour passer de la caracteristique p a la caracteristique 0, et vice versa. 
Pour faciliter la notation, introduisons une notion de triplets. 

Definition 3.9. Soit F un corps de valuation discrete v, alors on dit que (F, O v , k(v)) est 
un triplet de valuation. Un triplet de valuation (K, R, k) ou R est un p-anneau de Cohen 
(pour un premier p > 0) est appele un p-triplet de Cohen. Une extension de Cohen (finie, 
resp. separable, resp. galoisienne) (K',R',k') de (K,R,k) est la donnee d'un p-triplet de 
Cohen tel que k' est une extension (finie, resp. separable, resp. galoisienne) de k. 
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Remarque 3.10 - Si cela ne prete pas a confusion, on parle librement d'un triplet de 
Cohen sans mentionner la caracteristique. Etant donne un corps k de car(fc) = p > 0, le 
Theoreme 13.61 fournit un triplet de Cohen (K, R, k) (non unique) associe a k. De plus, 
si (K\ R', k') est une extension de Cohen (finie, resp. separable, resp. galoisienne) de 
(K, R, k), le Theoreme 13.61 induit que K' est une extension (finie, resp. non-ramifiee, resp. 
galoisienne) de K - voir aussi |Serll §111.5]. Si (K,R,k) est un triplet de Cohen, F un 
i?-corps et (F, O v , k(v)) un triplet de valuation, on dit que (F, O v , n(v)) est un triplet de 
valuation sur R. Dans ce cas, k{v ) est aussi un .R-corps et il y a trois possibilites : ou bien 
F et k(v ) sont des extensions de K, ou bien ils sont toutes les deux des extensions de k, 
ou bien F est une extension de K et k{v) est une extension de k. 

3.3 Le relevement 

On a maintenant fait les preparations pour relever l'invariant de Suslin en caracteristique 
moderee. 

Theoreme 3.11. Soient k un corps de car{k) = p > et A une k-algebre simple cen- 
trale de indk(A) = n premier a p. Soit (K,R,k) un triplet de Cohen associe a k, B la 
R-algebre d'Azumaya relevee et p' G Inv 4 (SKi(BK),'Hn b ) ■ Alors, il existe un unique 
p E Inv 4 ( SKi (A), 7i* n A ) , que Von appelle l'invariant specialise de p' , tel que pour toute 
extension de Cohen (K', R', k') de (K, R, k) le diagramme suivant commute : 

SK x {A){hf) K A (k') (3.1) 



SK x {B k ){K')^H^ Bk {K>). 

p k i 

Remarque 3.12 - Les modules de cycles Ti-n,B K := i^n,B K )j>2 de base K et 7~Cn,A : = 
{H 3 nA )j>2 de base k sont les modules de cycles evidents. II sont les modules de cycles 
restreints du module de cycles Ti.^B K ^ e ^ ase ^ respectivement a K et a k (selon §2.21 
(b)). Le morphisme H 4 A {k') — > H 4 Br (K') est done l'injection de la suite exacte (12.51) . 

Commengons par le deuxieme pas de la strategic generale expliquee dans 13 .11 On utilise 
la proposition suivante qui est une donnee importante. 

Proposition 3.13 (Merkurjev |Merll Lem. 4.8 et Prop. 4.9]). Soient k un corps et G 
un k-groupe semi-simple simplement connexe, alors A (G,7iD = pour tout n e k x . En 
particulier (d'apres ^KE\(b^), Inv 3 (G,HD = °- 

Nous nous permettons d'en deduire un resultat auxiliaire a base de quelques arguments 
homologiques. 

Corollaire 3.14. Soient k un corps, G un k-groupe semi-simple simplement connexe, A 
une k-algebre simple centrale tel que indk(A) = n e k x , alors Inv 3 ( G, 7i* n A ) = 0. 

Demonstration. Selon §2.3l|(b)[ il suflit de demontrer la trivialite de A°(G, A ). Tout 
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d'abord on considere le diagramme commutatif 



H 1 (k, fi n ) 

U[A] 

H 3 n (k) - 



H l (k(G),p n ) 

U[A fc(G) ] 



x6G (x) H°(k(x),Z/nZ) 

-^■e. 6 GW^(*(^)) 



(3.2) 



ALi(*(G)) 



(*(*)), 



dont les lignes sont des complexes de chaines, et dont la ligne centrale est exacte vu la 
Proposition 13.131 et 1' isomorphisms ( 12. 7ft . II suffit de demontrer l'exactitude de la ligne 
d'en bas. Le theorie de Kummer et les proprietes des residus |GMSl Rem. 6.2] indiquent 
que d 1 , qui est une somme des residus, est en realite le morphisme diviseur : 



*(G)7(*(G) 



Z/nZ = Div(G)/nDiv(G) : / i-> div(/). 

xeGW 



II est surjectif puisque Pic(G) = [San, Lem. 6.9]. Se basant sur la surjectivite de d 1 , on 
demontre alors l'exactitude du complexe en bas avec une chasse au diagramme. ■ 



Demonstration du Theoreme VJ . 1 1[ Soit p' G Inv (SK 1 (B^-), 7i* n B ). Afin de construire 
p G Inv 4 (SKi(A), Tin A ), il faut commencer par definir py : SKi(A)(/c') — > H 4 A (k') 
pour toute extension de corps k' de k, et puis prouver la fonctorialite en le corps. Soit 
done (K', R', k') une extension de Cohen associee a k'. On a done p' K , : SKi (if) — » 
H* Bk (K'). Soit 7T l'isomorphisme SK^B^iK') = SKi(A)(fc), alors on definit 



Pk' 



d 4 o p K , o 



n- 1 : SKi(A)(fc') 



A noter aussi que ce procede ne depend pas du choix de l'extension de Cohen. Car si 
(K", R", k') est une autre extension de Cohen associee a k', le Corollaire 13.81 garantit un 
isomorphisme des suites exactes scindees de type (I2.5P avec l'identite au facteurs H 4 A (k') 
et H^ A {k'). De plus p' K , et 7r sont fonctoriels pour de telles extensions de corps, done ce 
procede construit bien un invariant p G Inv 3 (SKi(A), A ). 

Le Corollaire 13.141 et la Propriete 13.11 disent alors que p = 0. C'est-a-dire si a G 
SK 1 (A)(/c / ), on sait que p' k ,(a) provient d'un element unique de H* A (k') (par la suite 
exacte (12.51) ). Done on a un morphisme p k i : SK 1 (A)(A; / ) — > H 4 A {k'). De nouveau puisque, 
la suite (12. 5ft est fonctorielle, et le choix de l'anneau de Cohen n'a pas d'influence sur la 
definition, ceci definit un invariant p G Inv 4 (SKi(A), A ). 

Le diagramme commutatif (13. ip suit de la construction, et l'unicite suit immediatement 
de l'injectivite de H 4 A (k') -> H* Bk (K'). ■ 

Remarque 3.15 - Pour un corps k de car(fc) = p > et A une /c-algebre simple centrale 
de mdk(A) G k x , Suslin a deja defini un invariant Psub,a- Neanmoins, si (K,R,k) est un 
p-triplet de Cohen, B la i?-algebre d'Azumaya relevee et Psus,b k l'invariant de Suslin de 
Bk, l'invariant specialise de Bk est quand meme le meme invariant que psus,A- En effet, 
on peut verifier que l'invariant de Suslin satisfait cette propriete de relevement (i.e. il 
existe un diagramme comme ( 13.11) avec p = psus.A et p' = psus,B K )- 



13 



4 Le relevement, le cas sauvage 



Soient k un corps de caracteristique p > et A une fc-algebre simple centrale d'indice 
eventuellement divisible par p. On se trouve maintenant dans un monde inconnu, puisque 
le module de cycles H^a n ' es t phis adapte a nos buts. En effet, parce que fjL p n(k s ) est 
trivial, les groupes de cohomologie galoisienne fP +1 (A;, /jSi) sont triviaux, et la suite exacte 
de Kummer (12. lft ne donne plus d'isomorphisme de H 2 (k, Br(Jfe). 

Dans cette section, on decrit de nouveaux groupes de cohomologie (introduits par 
Kato |Katlj ) qui fournissent aussi un isomorphisme avec p nBr(/c) (dont on a besoin afin 
de pouvoir definir des modules de cycles relatifs comme dans §2.11 (d) ). Ceci donne assez 
d'ingredients pour effectuer le relevement. Dans une premiere etape, nous effectuons le 
travail pour une algebre simple centrale d'indice p n . Le relevement pour le cas general 
peut en etre deduit utilisant la decomposition d'une algebre a division en parties premieres 

(ED- 



4.1 Groupes de cohomologie 

On utilise des groupes de cohomologie des differentielles logarithmiques de Kato (ibid.), 
lis sont pourvus d'une suite exacte analogue a la suite (12. 5p dont on a besoin afin d'etablir 
le relevement. Soient done dans toute cette section (K, R, k) un p-triplet de Cohen et F 
un .R-corps. Rappelons la notion de differentielles logarithmiques et la definition, ainsi 
que quelques proprietes des groupes H q i 1 {k) (pour des entiers n, q > 0)0. 

(a) Differentielles logarithmiques - La definition de (k) est le plus claire pour n — 1 
et explique la terminologie. Soient Vl q k := A^Lz e ^ ^ : ^fc _1 ~~ * ^ a derivation exterieure 
usuelle (pour q = 0, on pose d — 0). Alors, H^ +1 (k) est defini comme le conoyau du 
morphisme de Cartier 

F-l : fi« J2«/dfijf \ defini par x^A. . .A^ i-> (x p -x)^A. . .A^ mod dQ q -\ 

Hi Uq Hi Uq 

avec x G k, yi, . . . , y q G k x et F(x) = x p |Car[ Ch. 2, §6]. Le noyau est note traditionelle- 
ment Vx(q) k . 

(b) Generalisation - On peut generaliser la definition de H^ +1 (k) a une definition de 
Hft\k). Soit 

pi pn (k) = W n {k) ® k x . . ® k x , 

q fois 

avec W n {k) le groupe des p-vecteurs de Witt de longueur n sur k. Soit J' q (k) le sous-groupe 
de Dpn(k) engendre par tous les elements de la forme 

(i) w <S> b\ ® . . . ® b q , satisfiant bi = bj pour 1 < i < j < q. 
L'indice q + 1 est de nouveau du a la tradition facilitant la notation de quelques resultats. 
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Le groupe Cp„(k) = D q „{k) / J'{k) est alors muni d'une derivation d : C q n 1 (k) — > C q n(k) : 
pour a G k, b 2 , ■ ■ ■ , b q G /c x est g > definie par 

(0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0) ® b 2 ® ® . . . b q h-> (0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0) ® a ® 6 2 ® • • • ® b r 

Pour g = 0, on pose de nouveau d = 0. Le groupe de cohomologie H^ik) est alors defini 
comme le conoyau du morphisme de Cartier 

F— 1: Cpn(k) — > Cpn(k)/dCpn 1 (k), defini par 
w ® 6i ® . . • <g) 6q i — ► (w (p) - w) ® &i (8) ■ • • ® V 

Ici, = w^J = (af, . . . , a£) si ty = (ai, . . . , a n ). On note y n {l)k le noyau du morphisme 

de Cartier. Alors, H q ^(k) = D q pn (k) / J q (k) ou J q (k) [KatTl Proof of Prop. 2] est le sous- 
groupe de D q „(k) engendre par les elements de la forme @ et 

(ii) (0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0) <g> a ® b 2 <g> . . . ® b q , 

(iii) (u/ p) - w) ® &x ® . . . ® 6 ? . 

De plus, on pose H q i l [k) = pour q < 0. Cette construction est done bien une generalisation 
de la definition pour n = 1 en termes de different ielles logarithmiques par Identification 

dm dy g 
x— A ... A — «-> a: <g> 3/1 <g> . . . ® , 

avec i 6 et ?/j 6 fc x . A noter que l'antisymetrie vaut pour cette generalisation, puisque 
tw ® b x b 2 <g> &1&2 ® • • • & 9 = (w G W ft (A;), 6j G k x ). 

Soit dlog : — > u n {l)k s : oh 1 <g> a. La suite exacte longue associee a la suite exacte 

1 — K — — *»(!)*. — 1 (4.1) 

des Tfc-modules induit un isomorphisme sur la partie de p n -torsion du groupe de Brauer : 
H l {k, z/„(l) fc J = p nBr(A;) . L'exactitude de (14. ip suit d'un calcul avec des vecteurs de Witt 
et des produits tensoriels [Carl Ch. 2, Prop. 8]. De plus, on a une suite exacte : 

^Vn{q) ks ^C q pn {k s )^C q pn {k s )/dC q p n\k s ) -0. 

La surjectivite de F — 1 suit du Theoreme 14.11 qui demontre que H q i x {k s ) = pour chaque 
q > et n > 0. Puisque C q n (k s ) est un fc s -espace vectoriel tel que Cp n (k s ) r = C q n (k), on 
en deduit done par le theoreme de Hilbert 90 additif l'isomorphisme 

H\k,v n {q) ks ) = H;i\k). (4.2) 

Comme dans le cas modere on a done 

H 2 pn {k) ^ p nB?{k). (4.3) 



15 



(c) Suite exacte de Kato - Ann de pouvoir etablir le meme canevas que dans le cas 
modere, il faut qu'on ait un module de cycles et on aimerait aussi avoir une suite exacte 
comme (|2.5p . Malheureusement, la theorie est plus complexe, mais on a quand meme le 
result at suivant. 

Theoreme 4.1 (Kato [Rati] . Izhboldin [Mi)). Soit F un R -corps complet de valuation 
discrete v avec triplet de valuation (F,O v ,n(v)). Soient F nr V extension maximale non- 
ramifiee de F et 

H^ nr (F) := ker(Hfi\F) -> H q p t\F nr )). 

Alors, on a une suite exacte scindee 

- Hfi\K(v)) - H^ nr (F) - H$n( K {v)) - 0. (4.4) 

Remarque 4.2 - Expliquons le scindage et les morphismes en jeu. Selon les caracteristiques 
de F et k(v), on discute trois situations. 

- Dans le cas oVinegale caracteristique (car(F) = et car(fc(t>)) = p), le scindage est 
obtenu par des morphismes dus a Kato [Katll Proof of Prop. 2]. D'une part, on a 
une inclusion i* : iJp^ 1 (/t(t>)) — > H^n^F) de degre 0, definie par 

w © foi © . . . © b q mod J q (k(v)) h-> z(w) U h p „ F (bi, ...,b q ) 

D'autre part, on a une inclusion ip : H q n (n(v)) — ► H q ^ r (F) de degre 1, definie par 

w © &2 © • • • © & g mod J 5 _i(k(u)) h-> U h q p n F (n, 6 2 , • • • , & g )- 

Ici, tu G W n (ft(v)), 7r est une uniformisante fixe de F, 6, G 0*, /ip„ F est le symbole 
galoisien (12. 2ft et % est rhomomorphisme canonique 

W n (K(v))/{w^ -w\w G W„(«(v))} £ H\K{v),Z/p n Z) ^ 

La derniere injection ci-dessus est celle de la suite ( 12.51) . et l'isomorphisme vient 
du theoreme 90 d'Hilbert additif applique a la suite exacte de cohomologie associee 
a la suite exacte de Witt [Wit I §5] : 

1/p n 1 W n (n(v) s ) — W n (K(v) s ) 0. 

Kato demontre done que i* © ip donne un isomorphisme 

H q p i\K(v)) © H q pn {K(v)) = H q +l r (F). 

- Le cas d' eg ale caracteristique (car(F) = car(/c(t>)) = 0) est comme le cas modere. 
En effet, H p t^ nr (F) = H p n (F), puisque selon la suite scindee (I2.3p . on a 

H q p t\F nr ) = H q +\K(v) s ) © H q p i\K{v) s ) = 0. 

- Le cas d' ' egale caracteristique p (car(F) = car(/t(t>)) = p) est decrit par Izhboldin 
\lzh\ Prop. 6.8]. Le morphisme i* : Hpi l {K{v)) -> H q +l T {F) est defini par 

w © bi © . . . © b q mod J g («(u)) i— > w © &i © . . . © 6 g mod J g (F). 

D'autre part il y a un morphisme t/> : H p n(K>(v)) — > Hp£ m (F), defini par 

W © &2 © • • • © b q mod J q _i(K,(v)) I — ► If © 7T © 62 © • • • © mod J g (F), 

ou 7r est de nouveau une uniformisante fixe de F, 6 4 G (9*, w = (ai,...,a n ) G 
W n (O v ) et w = (ai, . . . ,a n ) son residu dans W u (k(v)). Izhboldin demontre que 
i* © ip induit un scindage de H q ^ v (F). 
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(d) Definition du R-module de cycles 7i*„ L - Maintenant, on a assez d'information afin 
de definir notre module de cycles envisage. 

Definition 4.3. Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen avec une extension de Cohen finie, 
galoisienne (L,S,L) . Alors pour tout entier n > 0, on definit Ti,* n L = {Jipn i(F))i>o le 
module de cycles de base R avec 

(F\ = W +1 (F\ = f M^ +1 (^) - Hi+\F ® K L)) siFe K-cotps, 
pn ' L[ } a W*>- \keT(H^ 1 (F)^H^ 1 (F^ k L)) si F G A; -corps. 

Remarque 4.4 - A noter que pour F G K-cotps les groupes de cohomologie sont des 
groupes de cohomologie galoisienne usuelles. 

Remarque 4.5 - Si (Li,Si,Li) et (L 2 , S 2 , L 2 ) sont deux extensions de Cohen finies galo- 
siennes de (K, R, k), il existe une extension de Cohen finie galoisienne (L, S, L) de (K, R, k) 
tel qu'elle est une extension de Cohen commune de (Li,Si,Li) et (L 2 , S 2 , L 2 ). Alors, ils 
existent des injections 7^* Li — > 7~Ln,L e ^ ^C,l 2 ~~ ¥ ^-p n ,L- Le choix de L n'a done pas grande 
importance. 

II faut demontrer que cette definition definit bien un module de cycles. Pour cela, on a 



tout d'abord besoin des quatre donnees D1-D4 (voir §2.21 (a) ). Les donnees Dl, D2 et D3 



se deroulent seulement en egales caracteristiques. Pour la donnee D4, on peut rencontrer 
des caracteristiques mixtes. 

Par cette remarque, la fonctorialite (Dl) suit immediatement. Soit E une extension 
finie de F de trace Tr e/f- Alors, E®pCp n (F) = Cpn(E), et on definit une trace de C q n {E) 
par la composition 

C q pn (E) = E ®p C q pn (F) ^ F ® F C q pn (F) £ C q pn (F) . 
Celle-ci s'etend alors a une defintion pour la reciprocite (D2) aux groupes de cohomologie 

//;'•.!.(/••)• 

(e) Structure de K m (F)-module (D3) - Si car(F) = (i.e. F est une extension de K), la 
structure de i^ m (F)-module est definie comme dans le cas modere. Si car(F) = p (i.e. F 
est une extension de k), cette structure est inspiree par le symbole differentiel au lieu du 
symbole galoisien. Pour tout m > 1, 



dxi dx 

Pf : K m (F) -> Qp, defini par {xx, . . . , x m } i-> A ... A 



X\ x. 



in 

> 

m 



est un homomorphisme. En effet, d(ab) = bd(a) + ad{b) imp li que = — + y, et si 
a+b = 1, on a — 1 A* = 0, puisque da + db = (a, b G k x ). Alors, p™ induit une application 
K m (F)/pK m (F) — > Q™ parce que car(F) = p (et done dx p = 0). De plus, l'image est 
contenue dans ^i(m)i?. Le symbole differentiel est h™ F : K m (F) / pK m (F) — > V\{rn)p. Le 
Theoreme de Bloch-Kato-Gabber demontre que e'est un isomorphisme jBKl Thm. 2.1]. 

Inspire par la definition du symbole differentiel, on peut proposer la structure de 
K m (F)-module comme suit : 

p™ jF : K m (F) x Hft\K) H q + m+1 (F) : 

({xi, . . . , x rn }, w (g> b\ ® . . . (g> b q ) i w <g> xx <g> . . . <g> z m <g> hi ® . . . ® b q . 
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Les memes arguments que ci-dessus garantissent qu'elle est bien definie. Pour a G K m (F) 
et b G Hpt l (F), on note la multiplication scalaire par a ■ b := p™ n F (a, b). Cette structure 
se restreint a une structure de i^ m (F)-module sur (Hpn L (F)) q > pour (L,S,L) comme 
dans la Definition 14.31 En effet, si b G J q (F <S> L), on a a ■ b G J q+m (F <g> L) pour tout 
aeK rn {F). 

(f) Le residu et une suite exacte - Puis, il faut l'existence d'un residu (la donnee D4), 
et on veut aussi generaliser la suite exacte (12.51) . 

Proposition 4.6. Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen et (L, S, L) une extension de 
Cohen finie galoisienne. Pour tout R-triplet de valuation (F, O v , k(v)) et pour tous entiers 
n > et q > 0, on a une suite exacte scindee 

- flJ&MO) - H^ L (F) - H^ l (k(v)) - 0. (4.5) 
Demonstration. On a certainement deux versions de la suite ( 14. 4ft : 

Hp\ K {v)) H^ m (F) Eh « v » 



H^\k(v) ® L) H$t^(F ® L) H q pn (K(v) ® L) 0. 

Puisque les suites sont scindees et les scindages respectent ce diagramme commutatif, la 
suite exacte scindee suit du lemme du serpent. ■ 

Remarque 4.7 - Les residus pour un i?-corps F complet de valuation discrete v sont done 
definis par cette suite. Si F n'est pas complet, on prend F un complete par rapport a v. 
Le corps residuel de F est egal au corps residuel k(v) de F, et alors le residu est defini 
par la composition 

H;t\{F) - W p t\{F) - H; n>L (K(v)). 



On a done introduit les quatre donnees des modules de cycles, et en plus on a une 
suite qui nous permet de faire la meme construction que dans le cas modere. Pour la 
verification detaillee des regies de module de cycles, nous renvoyons a l'Appendice \M 



(g) Version relative - Comme dans §2.11 (d) , nous defmissons de nouveau des modules de 



cycles relatifs a base de l'isomorphisme (14.31) et de Faction de la if-theorie - comparable 
avec la presentation (12. 6p du module de cycle relatif modere. 

Definition 4.8. Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen, A une K-algebre simple centrale 
de indx{A) = p n et A la k-algebre simple centrale residuelle. Soit (L, S, L) une extension 
de Cohen finie galoisienne de (K, R, k) tel que L est un corps de decomposition de A. 
Soient F G R-coxps et [Ap] la classe de Ap '■— A ®r F dans p nBr(F), alors on definit le 
module de cycles Ti,pn tIj ^ = (HL L A )j>2 de base R par 

Hlt\ A {F) := H j t\(F)/ {Kj_x{F) ■ [A F ]). 



18 



Remarque 4.9 - Le choix de L est bien possible du au theoreme de Wedderburn qui donne 
une extension finie, separable L qui deploie A. On obtient L en prenant une extension 
finie de L tel que l'extension L/k est galoisienne. Puis, on associe done un triplet de 
Cohen (L, S, L) a L. 

On peut meme supposer que L est une extension cyclique de k. En effet, le theoreme 
d'Albert [Alb} Thm. 18] dit que toute fc-algebre simple centrale de degre p n est Brauer- 
equivalente a une fc-algebre cyclique, et la definition de SK^/L) ne depend pas du 
representant de la classe de Brauer de A (isomorphisme de Morita \GS\ Lem. 2.8.6]). 

Le fait qu'on choisit L comme corps de decomposition de A est afin de garantir que 
la multiplication scalaire se trouve dans Ti,p„ L . En effet, pour une extension F de k 
l'extension de base de A a L rend [Ap] triviale dans le groupe de Brauer, et done egalement 
le sous-groupe Kj_ 1 (F).[A F }. De plus, L deploie A parce que Br(L) — > Br(L) est injective 



(El (a)). 



II faut done verifier que cette definition relative definit bien un module de cycles. On se 
fonde sur le fait qu'on dispose d'un module de cycles dans le cas absolu, et on verifie que 
les donnees sont bien definies modulo les sous-groupes en jeu. Les donnees Dl, D2 et D3 
suivent plus au moins de la definition, et parce que les corps en jeu ont toujours la meme 
caracteristique. La donnee D4 pour le cas d'egale caracteristique (du corps de valuation 
discrete et de son corps residuel) suit aussi de la definition des modules de cycles et des 
residus de H*n L . II suffit done de verifier la donnee D4 pour le cas de caracteristique 
mixte. De plus, on veut generaliser la suite exacte (I4.5p . 

Proposition 4.10. Avec les memes donnees de la DefiniUon \4-S\ on a pour tout triplet 
de valuation (F, O v , k{v)) sur R une suite exacte 







n p n ,L,A [ 



k{v)) 



H q 
11 p n . 



L,A 



(«(«)) - 0. 



Demonstration. Suite a la discussion precedente, il suffit de demontrer l'enonce dans le 
cas de caracteristique mixte (car(F) = et car(K(t>)) = p). Le but est done de verifier 
que la suite exacte ( 14. 51) commute avec les inclusions dans un diagramme commutatif (au 
signe pres et pour q > 2) 



k(v)) 



H q pn 



(«(*)) 



^K^ x {k{v)) ■ [A K[V) ] ^K q ^(F) ■ [Ap\ ~K q _ 2 (K(v)) ■ [A K 



(«)J 



0. 



Verifions tout d'abord qu'au signe pres le diagramme 



flJ.(K(v))-iU H^ nr (F) 



p nBr(/c(u)) 



(4.6) 



■Br nr (F) 



commute, ou Br nr (F) = ker(Br(F) — > Br(F nr )), i* le morphisme de la suite (14.4p et 



i l'injection de §3.21 (a^ 

a ® x e Hp n (n(v)) avec a e W n (O v ) et x e O 



Alors, la verification est un calcul immediat, faisons-le. Soit 



Alors, 



i (a <S> x) 



((r(y)/yT {b) - b ) aT eH 2 pn (F) 
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avec y p = x et a = If -b pour y G W n (F m ) et b G F n ^. Alors, l'image dans p nH 2 (F, F s x ) = 
p nBr(F) est representee par la meme expression. Par ailleurs, l'image de a®x G Hp„(K(v)) 

dans ,>»# 2 (k(v),k(t;)?) S p „Br(K(v)) est c := (Hy)/y) r(5) ~ 5 ) ffr . Alors, 

Parce que z* est defini par un cup-produit, il est egal a i*(a <8> x) a signe pres. 

La restriction de (14 .6p aux sous-groupes donne le diagramme commutatif (au signe 
pres) 



H 2 pn , L {K{v)) 



.Br(L ® k k(v)/k(v)) 



D nBr(L ®k Fj F), 



avec 



Br (L ® K F/F) = ker [Br(F) -> Br(L <g> x F)] et 
Br (L (gifc k(v)/k(v)) = ker[Br(«(v)) — ► Br(Z® fe 
La demonstration de ce theoreme suit tout directement de ce fait parce que les mor- 



phismes i*, d et la retraction ^ (voir (c) ) respectent la structure de modules de if-theorie, 
et parce que le signe disparait au niveau des groupes de quotient. Done, 

i*(K q ^( K (v)) ■ [A K(V) }) = f K (K q ^(n(v))) ■ i*([A K{v) }) C K q ^{F) ■ [A F ], 



d(K q ^(F) ■ [A F ]) 



d K (K q ^{F)) ■ [A <v) ] = #,_ 2 («(v)) ■ [A K(v) ] et 
iP K {K q - 2 (K(v))) ■ i*([A <v) }) c K q ^{F) ■ [Ap\. 



Ici, 



,(K(v))^K q ^(F), 
d K : K q ^(F) - K^ 2 {k(v)), 



defini par 
defini par 



ijj K : K q _ 2 {n{v)) — > K q -i(F), defini par 



{Xi, . . . , h-> {Xi, . . . , 

{xx, . . . i-> 0, 

{vr, x 2 , . . . , x g _ 2 } i-> {x 2 , x q _ 2 }, 
{x 2 , . . . , x 9 _ 2 } >-> {vr, x 2 , . . . , x q _ 2 }, 



pour G C?* et 7r une uniformisante de F pour la valuation v. 



Notons que cette suite exacte satisfait une propriete analogue au Corollaire l3.8l puisque 
dans ce cas les scindages sont aussi donnes par un choix d'uniformisante qui est canonique 
pour des anneaux de Cohen - voir les definitions dans la Remarque 14.21 



Corollaire 4.11. Prenons les memes donnees de la Definition ^8 et (F,O v , k(v)) une 
extension de Cohen de (K,R,k). Notons u : k — > k(v) I'inclusion. Le Theoreme \3.6\ (GJj 
fournit un homomorphisme local v : R — > O v , alors v definit pour tous entiers i,n > un 
homomorphisme de suites exactes scindees : 



o -H;t\ A (k) 



h 1^l,a( f ) 







(4.7) 



H, 



p n ,L,A 



[k(v)) 



0. 



De plus, f* ne depend pas du choix de v. Si k = k' , on a un isomorphisme canonique 

k:l(k) = h^(f). 
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4.2 Le relevement 



Avant de relever, on demontre un resultat analogue a celui de Merkurjev (Proposition 
I3.13p . Ce sera un corollaire immediat du Theoreme de Kahn suivant qui utilise des groupes 
de cohomologie de Zariski avec leur variante reduite : 

H Zar( G , H p") — H Zar( G , H p")/ H p"( k )- 

Theoreme 4.12 (Kahn |Kahj ) . Soient k un corps de car{k) = p, G un k-groupe algebrique 
simplement connexe, absolumentk- simple et G := Gx k k s etn > entier. Si ClP{G) = 0, 
on a une injection 

Hzari G, H pn ) H Zar { G, H pn ). 

Remarque 4.13 - Dans l'enonce (et dans la suite), G (resp. G) signifie G(k) (resp. G(k s )). 

Demonstration. Soit r = T k le groupe de Galois absolu de k. Utilisant la cohomologie 
motivique a la Lichtenbaum, Kahn construit un morphisme (ibid., premiere suite exacte 
p. 406) 

#° ar (G, H 3 pn ) -> M 5 (G/k s , T(2)) r (4.8) 

dont le noyau est contenu dans H X (F, H^^G, KLq)). Ici, M. 5 (G/k s , T(2)) est un groupe 
d'hypercohomologie defini par Kahn comme le (5-ieme) groupe de hypercohomologie etale 
d'un complexe relatif base sur le complexe T(2) de Lichtenbaum |Licj . et /C 2 est le faisceau 
de Zariski associe au prefaisceau U ^ K^U) (avec la i^-theorie de Quillen). Afin 
de definir le morphisme, il faut que ifz ar (G, /C 2 ) — K^kg) : fait qui est du a Esnault- 
Kahn-Levine-Viehweg jEKLVl Prop. 3.20]. Puisque ^ ar (G,/C 2 ) = Z pTTl Prop. 1'], le 
morphisme (14.81) est injectif. (Voir les references pour plus de details sur ces objets qu'on 
utilise ici jusque commes objets auxiliaires.) Puisque CH 2 (G) r = [EKLVl Prop. 3.20], 
l'enonce suit alors de l'injection suivante de Kahn (ibid., suite exacte (18) p. 404) : 

e 5 (GA s ,r(2)) r ^if z ar (G,^). 



Corollaire 4.14. Soient k un corps de caracteristique p > 0, L une extension finie 
separable de k et G un k-groupe algebrique lisse semi-simple simplement connexe absolu- 
ment k-simple tel que CH 2 (G) = 0. Alors, IniP(G,TCp n L ) = pour tout entier n > 0. 

Remarque 4.15 - Ici, TCpn iL est le module de cycles de la Definition 14.31 restreint a k-coxps 



suivant §2.11 (b) On utilise ici L au lieu de L qui apparait dans la Definition 14.31 pour ne 



pas allourdir la notation. 

Demonstration. II suffit de demontrer que A (G,TCp n L ) = 0. Puisque Rost demontre que 
A l (G,Mj) = iy Zar (G, Mj) pour un module de cycles M et des entiers i,j |Rosl[ Cor. 
6.16], il suffit de demontrer que H^ T (G, TCp n>L ) = 0. 

Soit done x e ^ ar (G,^ nL ) c H0 ar (G,H 3 pn ). On sait que H 3 n {k{G)) -> H 3 n {k s {G)) 
se factorise a travers H 3 n {k{G) <8> L). Alors, x e ker \H 3 n {k{G)) — > H 3 n {k s {G))\ , puisque 

x e Hp»,M G ))> et donc x e ker [^Zar(G,^„) -> H% ar (G,H 3 p n)]. Le Theoreme El 
donne que x = 0. ■ 
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Les arguments utilises dans la demonstration du Theoreme 13.111 sont de type homo- 
logique et sont bien transferables au cas sauvage remplagant la Proposition 13.131 par le 
Corollaire 14.141 On obtient done le theoreme suivant. 



Theoreme 4.16. Soient k un corps de car{k) = p > 0, A une k-algebre simple centrale 
de indk(A) = p n et L une extension finie, galoisienne de k qui deploie A. Soit (K,R,k) 
un triplet de Cohen associe a k et (L, S, L) un triplet de Cohen associe a L. Soient B la 
R-algebre d'Azumaya relevee et p' E Inv 4 ( SKi (Bk), 'HZn L g ) . Alors, il existe un unique 
p E Inv (SKi(A),H* n L j), que Von appelle Vinvariant specialise de p' , tel que pour toute 
extension de Cohen (K', R', k') de (K, R, k) le diagramme suivant commute : 



SK^BkW) 



Pk' 



' Hpn LA (k') 



W"4 

n p n ,L,B K 



(K>). 



Remarque 4.17 - De nouveau, les modules de cycles TC* n lb k := ^p n ,L,B K )j>^ ^ e ^ ase 
K et 7~t* p „ L A := (TLln L j)j>2 de base k sont les modules de cycles evidents. II sont les 
modules de cycles restreints de la module de cycles TCpn^jg de base R respectivement a 
K et a k (selon 32T2l[(b)j ). 



Demonstration. Afin de generaliser la demonstration du Theoreme 13 .111 il faut generaliser 
le Corollaire 13.141 II suffit done de definir un diagramme comme (13.21) parce que les autres 
arguments sont une simple chasse au diagramme transferable au cas sauvage. Soit done 
G = SL^A). On considere le diagramme suivant dont les colonnes sont exactes, et dont 
la ligne centrale est exacte (Corollaire 14. 14|) : 



■[A] 



HUk) 



n p n ,A 



(k) 



HGy 8 - -e. 6GW z 

•[^*(G)1 ^® xeG(1) -[A kix) ] 



■H*{k{G))-*- 



n p",A 



(KG)) 



(k(x)), 



De nouveau, l'application d 1 est le morphisme diviseur, et parce que Pic(G) = [San, 
Lem. 6.9], d 1 est surjective. II faut aussi noter que CH 2 (G) = puisque G est desormais 
une forme interieure de SL m (fc) avec m = deg k (A) [Pan]. La meme chasse au diagramme 
et la meme construction que dans le cas modere fmissent la demonstration. ■ 

On peut done en deduire que l'invariant de Suslin se generalise. 

Corollaire 4.18. Sous les memes conditions que dans le Theoreme \4- 16] Vinvariant de 
Suslin psus,B K induit un unique invariant dans Inv 4 (SK 1 ( y A),H.* n L A ) (satisfaisant la pro- 
priete de relevement) , que Von appelle Vinvariant de Suslin ps U s,A de A. 
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Demonstration. II faut demontrer que p = psus,B K a ses valeurs dans 'H\n L BK - Ceci suit 
du diagramme commutatif 

SK^) — H^ Bk (K) 

sk x {b l )^h^ Bk {l) 

et de la trivialite de SKi(B L ) (L deploie B K ). ■ 

4.3 Le cas general 

Soient k un corps de caracteristique p > et A une /c-algebre simple centrale d'indice 
arbitraire. On sait qu'il existe une fc-algebre a division D, unique a isomorphisme pres, qui 
est Brauer-equivalente a A. Le theoreme de decomposition de Brauer |GS[ Prop. 4.5.16] 
donne des fc-algebres a division D Pi (1 < i < s) de mdk(D Pi ) = p™ 1 (pi des premiers 
differents) tel que D = D Pl ® . . . © D Ps . Cet isomorphisme implique un isomorphisme 
(ibid, Ch. 4, Ex. 9) 

SKi(A) = SKi(D) S SKxppJ © ... © SKi(D p ,). (4.9) 

Mettons = (& p .^ p D Pi . On a done a fortiori un isomorphisme SKi(A) = SKi(D p ) © 
SKi(Dj/). Posons aussi A p := _D p et A^ := D^. 

Afin de definir l'invariant de Suslin en toute generalite, nous allons coller l'invariant 
modere (Theoreme 13.111) et sauvage (Theoreme 14.161) avec cet isomorphisme de SKi(yl). 
II faut done recoller aussi les deux modules de cycles afin d'obtenir le suivant. 

Definition 4.19. Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen, A une K-algebre simple centrale 
de indxiA) — r — p n m (p \ m) et A la k-algebre simple centrale residuelle. Soit L une 
extension finie galoisienne de k tel qu'elle est un corps de decomposition de A p et (L, S, L) 
un p-triplet de Cohen associe. On definit le module de cycles suivant de base R : 

-y* 1-1* G\ 7-/* 

n r,L,A ■— n m,A^ W n p n ,L,A p - 

Utilisant les Theoremes 13.111 et 14.161 on obtient le theoreme suivant. 

Theoreme 4.20. Soient k un corps de car{k) = p > 0, A une k-algebre simple centrale 
de indk(A) = r et L une extension finie de k qui deploie A p . Soient (K,R,k) un triplet 
de Cohen associe a k et (L,S,L) un triplet de Cohen associee a L. Soient B la R- 
algebre dAzumaya relevee et p' 6 Inv 4 (5ifi(i?x), 7"C l b k ) • Alors, il existe un unique 
p E Inv 4 (SKi(A),H,* L A ) , que Von appelle l'invariant specialise de p' , tel que pour toute 
extension de Cohen (K', R', k') de (K, R, k) le diagramme suivant commute : 

SKi{A){k') — ^H 4 LA {k') (4.10) 

SK^B^K^^H^iK'). 

p k i 

En general on sait done definir un invariant de Suslin de SKi(yl). 

Corollaire 4.21. Sous les memes conditions que dans le Theoreme \4-20\ l'invariant de 
Suslin psus,B K induit un unique invariant dans Inv 4 (SKi(A),H* L A ) (satisfaisant la pro- 
priety de relevement) , ce que I'on appelle l'invariant de Suslin ps U s,A de A. 
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5 Remarques finales 



Finissons ce texte par donner quelques remarques. Notons tout d'abord que Knus- 
Merkurjev-Rost-Tignol ont egalement defini un invariant de SKi(A) pour une algebre de 
biquaternions A en caracteristique quelconque |KMRTl SS17]. L'auteur rapporte que les 
deux invariants sont lies. II etudiera ce sujet dans un prochain papier [Wouj utilisant le fait 
qu'ils sont les memes dans le cas modere |KMRT[ Notes §17], |Sus2l Thm. 4]. Commentons 
maintenant sur un autre point de vue sur la construction et puis sur quelques reflexions 
de la conjecture de Suslin. 



5.1 Autre point de vue 

II y a une autre fagon de regarder a la construction utilisant les groupes A\ A et A^ 



mult 



de §2.21 (c) et §2.31 (b) Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen, A une fc-algebre simple 
centrale de mdk(A) = p n , B la i?-algebre d'Azumaya relevee, (L,S,L) une extension de 
Cohen finie galoisienne de (K, R, k) tel que L deploie A et H* := Ti.^ LB le module de 
cycles avec base R de la Definition 14.81 Notons Q := SLi(B) qui est defini, de fagon 
analogue que Shi(Bx), avec une norme reduite sur B induit par un scindage B ®rS = 
M m (S) - voir |Knul Ch. Ill, SSI] pour plus de details. La fibre generique Qk = SLi 
est un ouvert de Q. Le ferine complementaire Z est l'image de la fibre speciale G = SLi(A) 
dans Q sous l'immersion des schemas if) : G — > Q. Pour tout entier % > 0, les points de Z 
de codimension i + 1 correspondent sous if> aux points de codimension i dans G. De meme 
fagon, Spec(-fT) est un ouvert de Spec(i?) avec ferme complementaire l'image de Spec(fc). 
La suite de localisation de Rost [Roslt §5] donne done des suites exactes : 

A°(R, Ti}) A°(K, H A ) A°(k, H 3 ) (5.1) 



o — - A°(g, n 4 ) — - A°(g K , n 4 ) — - a°(g, h 3 ) — - • • • 

Le Corollaire 13.141 et le Corollaire 14.141 (etant generalise a 7i* dans la demonstration du 
Theoreme 14.141) induiquent que A°(G,H 3 ) est trivial. A base du diagramme (15.10 . le 
lemme du serpent donne done un isomorphisme 

A°{G K ,H 4 ) = A°{g,H 4 ) 

qui respecte les elements multiplicatifs. C'est-a-dire du a l'isomorphisme de Merkurjev 
(12. 7j) . on a egalement un isomorphisme 

inY 4 (g K ,n*) = A°(g,n 4 ) mult . 

Le groupe a droite est defini de fagon pareille que pour des groupes algebriques dans 
§2.31 (b) Puisque 7i* a base R, le morphisme G —>■ g de schemas donne egalement un 
morphisme 

A°(g } n 4 ) -> a°(g,h 4 ) 

qui donne de la meme fagon un morphisme d'invariants 

i°(^,^ 4 )mui t ^Inv 4 (G,^). (5.2) 
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Au total, on obtient un diagramme 



Inv^SK^),^) c. 

¥ 

Inv 4 (SKi(A),W*) c - 



Inv\g K ,H* 

f 



qui induit l'existence de la fleche pointee. En effet, soient p G Inv 4 (SK 1 (.B K -), 7i*) et 
(F,S,F) une extension de Cohen de (K,R,k), alors (<p o 7r(p))^ envoie les commuta- 
teurs de a puisqu'il correspondent aux commutateurs de B F grace a l'isomorphisme 
SKi(A)(F) = SK 1 (B K )(F) (CorollaireEB]). 

Dans les Theoremes 14.161 et 14.201 nous avons aussi construit ce morphisme pointe de 
groupes d'invariants mais d'une fagon plus explicite. 



5.2 Conjecture de Suslin 

Nous finissons ce texte done par quelques remarques autour de la conjecture de Suslin. 
Commengons par rappeler la conjecture. 

Conjecture 5.1 (Suslin [Suslj ). Soient k un corps et A une k-algebre simple centrale. 
Alors, SKi(A) = si est seulement si indk{A) est sans facteurs carres. 

Comme mentionnee dans l'introduction, e'est une question de necessite, puisque Wang 
a demontre que pour une algebre simple centrale A, le groupe de Whitehead reduit SKi(A) 
est trivial si indfc(^4) est sans facteurs carres [Wan]. Du a la decomposition (I4.9p . il suffit de 
traiter le cas ou l'indice de A est p-primaire pour un premier p. De plus, par la formule de 
reduction d'indice, il suffit de demontrer que SKi(A) ^ si mdk(A) = p 2 (p premier) [Hla, 
Prop. 4]. 

Nous pouvons ajouter une question sur l'invariant de Suslin. 

Question 5.2. Soient k un corps et A une k-algebre simple centrale de indk{A) contenant 
un facteur carre. Est-ce que l'invariant de Suslin ps U s,A est non trivial? 

Remarque 5.3 - Bien evidemment, une reponse affirmative a cette question impliquerait 
la conjecture de Suslin. Alors, on pourrait appeler cette question la version forte de la 
conjecture de Suslin. 

De nouveau, par la formule de reduction de l'indice, il suffit de repondre a la question 
pour des fc-algebres simples centrales A de mdk(A) = p 2 (p premier). 

Merkurjev a demontre que la conjecture de Suslin vaut pour des algebres simples 
centrales avec indice divisible par 4 (par exemple une fc-algebre de biquaternions) |Mer2j . 
Puisque l'invariant de Suslin pour des biquaternions est injectif dans le cas modere [ Sus2 , 
Thm. 3], il est par construction aussi injectif dans le cas sauvage. Alors, on obtient que 
pour une fc-algebre simple centrale A de mdk(A) divisible par 4, psus.A n'est pas trivial, 
independamment de car(fc) (en particulier pour les caracteristiques sauvages, comme 2). 

Recemment Rehman-Tikhonov-Yanchevskii ont en plus demontre qu'il suffit de verifier 
la conjecture de Suslin pour des algebres a division cycliques. II suffit meme de demontrer 
la conjecture pour une classe d'algebres a division cycliques elementaires (des produits 
tensoriels de deux algebres cycliques de Dickson) [RTY] Thm 0.19 - 0.20]. 
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En utilisant des relevements d'algebres simples centrales de la caracteristique positive 
a la caracteristique comme dans §3.21 (a), on obtient l'enonce de comparaison suivant. 



Proposition 5.4. Soient (K, R, k) un p-triplet de Cohen, A une k-algebre simple centrale 
et B la R-algebre d'Azumaya relevee. Si la conjecture de Suslin (forte) vaut pour A, alors 
elle vaut aussi pour Bk- 

Demonstration. Rappelons que indfc(A) = ind^-B^). L'enonce sur la conjecture de Suslin 
meme suit done immediatement du Corollaire 13.31 L'enonce sur la conjecture de Suslin 
forte est vrai, parce que l'invariant de Suslin satisfait/est defini par un morphisme 

Inv 4 (SK^S*), - Inv 4 (SK^A), H* r>L> A ) . 



Remarque 5.5 - Une reciproque de la Proposition 15.41 est une question ouverte et ne suit 
pas formellement des definitions. En effet, si SKj(A) = 0, e'est-a-dire SKi(^4 0*. k') = 
pour toute extension de corps k' de k. Alors, SKi{Bk ®k K') = SKi{A k') = 
pour toute extension de Cohen {K',R',k') de {K,R,k). Mais, il n'est pas sur que 
SKi(B K ® K F) = pour toute extension F de K. On peut reformuler la situation aussi 
dans le cadre de §5.11 ; la Question 15.21 se traduit a la possible injectivite du morphisme 
(IPD- 

Les constructions effectuees par l'auteur ne lui semblent done pas donner de fagons 
immediates a faire des reductions fortes de caracteristiques. II serait interessant de pouvoir 
definir une des fleches pointees (dans un sens au choix) dans le diagramme en bas. On y 
abrege la conjecture de Suslin (forte) par CS(F). 



CS en caracteristique positive <'' ;; ' ;; ^^^^^^> CS en caracteristique 



CSF en caracteristique positive ^■■■■■■■^■■■■■■■■■■■■> CSF en caracteristique 



A Verification des regies 

Dans cette appendice, on verifie que toutes les regies sont bien definies pour le module 
de cycles TC* n L de la Section HI Nous rappelons les regies pour un module de cycles M de 
base R et verifions qu'ils vont pour le module de cycle H* n L - Dans les regies, E, F, G sont 
des R-coxps arbitraires, et toute application entre des corps est un morphisme de R-cotps. 



Rla : Pour tous ip : F — > E,if) : E 

Rib : Pour tous ip : F -> E,ip : E 

Rlc : Soient ip : F -»• E,ip : F - 
soient <p p : G — >• S/p,ip P '■ E 
l'anneau localise S^y Alors, 



+ G, ona(t/)o ip)^ = i/j*o ip^. 

-> G finis, on a {ip o cp)* = ip* o ip*. 

G avec (p fini et S = G ®f E. Pour p e Spec(S'), 
> S/p les applications naturelles et l p la longueur de 



ip* o<p* = ■ {<p p y o {(p p ), 
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R2 : Pour ip : F — > E,x G F^F, y G K*E, p G M(F),fi G M(E), on a (avec <p fini dans 
R2Eet R3cj) : 

R2a : ^(x • p) = <p*(x) • y?*(p)> 

R2b : (p*((p*(x) ■ p) = x ■ ip*(p), et 

R2c : if*(y ■ tp.{p)) = <p*(y) ■ p. 

R3a : Soient ip : E — > F et v une valuation de F qui se restreint a une valuation w non 
triviale sur E avec indice de ramification e. Soit <^ : k(u') — > l'application 
induite. Alors, 

9» o ^ = e • o a^. 

R3b : Soient ip : F —> E fini et u une valuation de F. Pour toute extension w de v sur 
F, soit ip w : — > k(w) l'application induite. Alors, 

9 V ° V 9 * = ° 

R3c : Soient <p : E — > F et t> une valuation de F qui est triviale sur F. Alors, 

d v o<p* = 0. 

R3d : Soient p> : E —>■ F, v une valuation de F qui est triviale sur E, tp : E —>■ k(v) 
l'application induite et 7r une uniformisante de v. Soit de plus : M(F) — ► 
M(k(v)) defini par s£(p) = d v ({— ir} ■ p), alors 

< ° = <^*- 

R3e : Soient u une valuation sur F, it une w-unite et p G M(F), alors on a 

<9„({-w} • p) = -{u} ■ d v (p). 

Pour un F-schema X, on note M(x) = M(k(x)) pour x <E X. Si X est irreductible, 
son point generique est note £. Si X est normal, tout x G A'* 1 ) induit <9 X : M(£) — > M(x). 
Pour tous x,y & X, on definit maintenant <9^. On pose <9^ = si Z = {x} et y ^ 
Autrement, soit Z — > Z la normalisation et 

ou z parcourt les points de Z au dessus de ?/ et <p z est le morphisme fini n(y) — > 

FD : C (f Finite support of divisors ») Soient un F-schema normal et p G M(£). Alors, 
^cc(p) — pour presque tout x G AfW. 

C : « Closedness » ) Soient X integral, local de dimension 2 et Xq le point ferme de X . 
Alors, 

0= d: o odi:M(O^M(x ). 

Proposition A.l. Soit (K,R,k) un p-triplet de Cohen avec (L,S,L) une extension de 
Cohen finie galoisienne. Alors, TC* n L de la Definition \4 . 3\ respecte les regies Rla-R3e, FD 
et C de module de cycles (n > 1) un entier. 
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Remarque A. 2 - Les donnees D1-D4 sont donnees dans §4.11 (b) (d) (e) | et (f) 



Demonstration. Les regies Rla-R3e suivent immediatement de la definition de T~C*n L . A 
noter que la regie Rlc suit de la propriete universelle des produits tensoriels. La verification 
de la regie FD suit comme dans le cas classique du support fini des diviseurs |Har[ Ch. 
II. Lem. 6.1]. 

Nous allons deduire la regie C du fait qu'il vaut pour les K-groupes de Milnor |Kat2j . 
Les residus 8k pour les K-groupes de Milnor sont expliques dans §2.11 (d) et dans (14.71) . 
Pour eviter une F-cophonie, nous supposons pour cette partie que la base de module 
de cycles est (F,R,F) au lieu de (K,R,k). Soit done X un i?-schema integral et local 
de dimension 2. On suppose tout d'abord que le morphisme structural X est surjectif. 
Alors, X := X x R F est un F-schema et Y := X x# F est un F-schema, tous les deux de 
dimension 1 et cax(F(X)) = et car(F(Y)) = p. II faut done verifier que la composition 
des residus fournit un complexe (yo le point ferme de X et q > 2) : 

H g p +l(F(X)) - H^ L (F(x)) © H^ L (F(y)) -> H^ L (F(y )). (A.l) 

Nous allons decrire les groupes et les residus en question avec des F-groupes pour 
pouvoir utiliser la regie C pour les groupes de K-theorie. Decrivons d'abord les different s 
groupes avec la F-theorie de Milnor. 

- Le groupe H^ L (F(X)) : 
Puisque 

T = Gal(F nr (A)/F(A)) = Gal(F nr /F) = Gal(F s /F), 
on sait que cd p (r) < 1 [Ser2l Ch. II, Prop. 3]. La suite spectrale de Hochschild-Serre 

E? := H s (r,^(F nr (X),/i^)) => H s+t (F(X)^p) 

induit done un isomorphisme 

H\T,H\F nr (X),fip)) = ker[Hfi\F(X)) ^ Hfi\F m (X))}. 

La conjecture de Bloch-Kato, prouvee par Voevodsky-Rost-Weibel |BK[ IVoet IRos2| 
IWei] . dit en plus que H q (F nv (X), up) = K q (F nr (X))/p n . Ceci nous donne un iso- 
morphisme 

H\T,K q {F nv {X))/p n ) - ker[W+\F(X)) -> F^ +1 (F nr (X))] (A.2) 
et done une inclusion 

H^ L (F(X)) C H\T, K q (F nr (X))/p n ). (A.3) 

- Le groupe L (F(x)) pour x £ X^ : 

De meme fagon que ci-dessus, on obtient une inclusion 

H q pn , L {F{x)) C H\r, K q ^(F ni (x))/p n ). (A.4) 

- Le groupe Hp„ L (F(y)) pour y G Y^ : 

Soit y G y (0) , alors H% n (F(y)) = H 1 (~F(y), v n (q - 1)^),). L' isomorphisme de 
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Bloch-Kato-Gabber u n (q-l)p {y)s ^ K q ^ 1 (F(y) s )/p n (HU Thm. 2.1] donne done un 
isomorphisme, 

H l (F(y)iKq-i(F(y)s)/p n ) = H^(F(y)), 
qui implique aussi une inclusion : 

H q pn , L (F(y)) = ker^ 1 ^),^!^),)/^) - H 1 (L(y),K q ^ 1 (F(y) s )/p n )] 

C \ei[H\F{y),K q ^(F{y) s )/ P n ) -> H 1 (F s (y), K q _i(F(y) s )/p n )] . 

(A.5) 

Ce dernier est isomorphe a H 1 (T, (K q _i(F(y) s ) /p n ) rj, * < -y'>) par la suite d'inflation- 
restriction [GSl Prop. 3.3.14]. 
- Le groupe Hp, l L (F(y Q )) pour y Q le point ferme de X : 
Alors comme au-dessus : 

H q p :i(F(yo)) c h 1 (r, {K q ^{F{ yo ) s )/ P n p^) . (A.e) 



Expliquons maintenant les residus en termes de A-theorie. 

- Le residu d x : H^ L (F(X)) -> H q p ^ L (F(x)) pour x e A« : 
La valuation associee a x induit bien le residu d x , mais aussi un residu T-equivariant 
d KiX : K q (F nr (X))/p n -> A^^Fn^x))/^ (puisque Gal(A nr (x)/A(x)) S T). Ceci 
induit done un morphisme (a qui on donne le meme nom par abus de notation) : 

d K , x : H\r, K q (F QT (X))/p n ) -> 1 (r, K q _i (F nT (x) )/p n ). 



Le Lemme IA.3I plus loin induit que dx,x est compatible avec d x par les inclusions 
(I A. 31) et ( 1A.4I) . c' est- a- dire on a un diagramme commutatif : 



H q p tl{F{X)) o 



/7 9 

P n ,L 



(F(x)) 



H l (V,K q (F ni (X))/p n ) 



H\T,K q _ l (F nT (x))/p n ). 



(A.7) 



Le r&wfa <9 y : H^ L (F(X)) -> H q p?)L {F{y)) pour y E Y<® : 

La valuation associee a ?/ induit bien un residu <9 y . Dans le Lemme fA.3[ on demontre 
que sous l'injection (|A.5[) im(Sy) est envoye dans if 1 (T, K q (F s (y))/p n ). De l'autre 
cote, la valuation associee a y induit un residu T-equivariant dx, y '■ A g (A nr (A)) — > 
A 9 _i LF s (y)j et done un morphisme : 

: i? 1 (r, A 9 (F nr (A))/p n ) - ^(r, K q -i(F s (y))/p n ). 



Le Lemme IA.3I demontre qu'on a un diagramme commutif qui exprime la compati- 
bilite de d y et de djc, y sous les inclusions (IA.30 et (1A.5|) : 



(A.8) 



H l {Y,K q ^{F s {y))/p n ). 
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Le residu d% : H^ L {F{x)) -> H^ L (F(y )) pour x G X« : 

De nouveau, on a bien le residu <9^ o , et dans le Lemme IA.3I on demontre que sous 
l'inclusion (1A.6|) im(d yo ) est contenu dans H 1 (T, K q ^ 2 (F s (y ))/p n y Par ailleurs, on 



a aussi un residu T-equivariant d^- yo : i^ g _i(F Iir (a:)) — > K q _ 2 (F s (y )) qui donne au 
niveau de cohomologie un morphisme : 

P KM : H\Y,K q ^{F m {x))/p n ) - H\r,K q _ 2 (F s (y ))/p n ). 

De nouveau, le Lemme IA.3I garantit que d^ yo est compatible avec d yQ sous les 
inclusions ( 1A.4I) et ( 1A.6I) formant ainsi le diagramme commutatif : 

H 9 p n L (F(x)) c , &(r,K 9 - 1 (F m (x))/ir) (A.9) 



fix. 

vo 



ax 



H q p ^ L (F(y )) H\T,K q ^{F s {y Q ))/ V n ). 
Le residu Q» : H g pn L (F{y)) - H^ L (F(y )) pour y G : 

Dans cette situation, on a aussi un residu <9^ o sur les groupes de cohomologie et 
un residu T-equivariant de la F-theorie d v K : K q _i(F s (y)) — > K g _ 2 (F s (y )) (pour 
y G Y^). Alors, d v Kyo induit un morphisme au niveau de cohomologie : 

d y K>yo : H\Y,K q _ x {F s {y))/P n ) - H\T, K q _ 2 (F s (y ))/p n ), 

et le Lemme lA . 3 1 demontre la compatibility de d y KyQ avec d^ Q sous les inclusions (IA.5I) 
et COl) : 

Hy L {F{y)) < >- F^F^F^))/^) (A.10) 



^l(F(y )) ^ ^(r, K^ 2 (FM)/^). 
En somme, on a done un ensemble de residus, 

H^K^X))/?)^ if 1 (r,^_ 1 (F nr (a;))/^)©0 F 1 ^, F^fF^))/^) 

^H\T,K q _ 2 {F s {y Q ))/p n ), 

dont on sait que e'est un complexe parce que les F-groupes de Milnor respectent la regie 
C |Kat2j . Les diagrammes commutatifs (lA.7IIA.8IIA.9IIA.10p donnent bien que (lA.lft est un 
complexe. 

Si le morphisme structural n'est pas surjectif, on a ou bien un F-schema, ou bien un 
F-schema. Si X est un F-schema, les groupes en vigueur sont dermis commes des noyaux 
des groupes de la cohomologie galoisienne modere. La regie C suit done de la regie C 
du cas modere. Si X est un F-schema, on reecrit flA.ll) avec (14.21) et l'isomorphisme de 
Bloch-Gabber-Kato comme 

H l (T,K q {F s {X))/p n ) - H\T,K q ^(F s (x))/p n ) ^ H 1 {T, K q ^(F s (x ))/p n ) , 

avec x le point ferme de X. Celui est de nouveau un complexe, parce que les residus sont 
compatibles avec les residus de la F-theorie de Milnor (voir Lemme IA.3I dans le cas u y et 
yo"), et parce que la regie C vaut pour la F-theorie de Milnor |Kat2] . ■ 
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Lemme A. 3. Soit X un R-schema tel que le morphisme structural est surjectif, alors les 
diagrammes ( A.1\A.^A.9^A.10\) sont commutatifs. 



Demonstration. On a quatre situations ; traitons-les cas par cas. 
- Le diagramme (IA.7[) est commutatif pour x G 
L'isomorphisme K q (F nr (X))/p n = H^F^X), pip) de Bloch-Kato est defini par le 
symbole galoisien. Cet isomorphisme commute avec le residu usuel sur 
H q (F nT (X), fip) (avec une section donnee par le cup-produit par la classe d'une 
uniformisante ir x pour la valuation associee a x) |GSl Prop. 7.5.1]. On en deduit 
le resultat, puisque risomorphisme (1A.2|) est 1'inflation, et puisque d x a aussi une 



section donnee par le cup-produit par la classe de 7r 2 
Le diagramme (1A.8|) est commutatif pour y G : 



II faut done aussi verifier que im(9y) est contenu dans H 1 (T, K q ^i(F s (y))/p n ). 
Parce que le residu d y est defini par une section, on peut prendre w <E> x 2 <8> • • • <£> x q G 
Hp„ L (F(y)) avec w G W n (F(y)) et x 2 , ■ ■ ■ ,x q G C* (O y etant l'anneau de valuation 
associe a la valuation induite par y). Si ir y est une uniformisante de F(X) pour la 
valuation associee a y, il est le residu de 

i(w) U hl nF{x) ({7r y ,x 2 , . ..x q }) G (F(X)) . 

II correspond done a 

((a(a) - a){ir y , x 2 , . . . , x q }) a G H l (I\ K^F^X))^) , 

ou a^ p ) — a = w avec a G W n (.F(2/)) et ou on considere (a (a) — a) comme element 
de Z/p n Z. Par ailleurs, w <S> x 2 <8> ■ ■ ■ <S> x q correspond a 

((a(a) - a){x 2 , . . .,x q }) a G H\T, K q (F(y) s )/p n ). 

La commutativite suit done, et il est aussi clair que ((c(a) — a){x 2 , . . . , £ g }) CT est en 

effet un element de H 1 (F(y),K q (~F s (y)) /p n ), parce que 8k, v tombe dedans. 

Le diagramme ( 1A.9I) est commutatif pour x G 

On sait le verifier de fagon analogue au cas precedent. 

Le diagramme flA.lOh est commutatif pour y G : 

Les isomorphismes 

"n(q - lh {y)a = ^-i(F(y) s )/^, ^ n (g - 2)^ o)s s K q _ 2 (F(y ) s )/p n , 

et le residu K q -i(F(y) s ) — > K q _ 2 (F(y ) s ) induisent un residu, 

^n(? - 1)f(„). -> ^(g-2) ?(2/o)s , defini par 
a (g) 7r (g> x 2 ® . . . ® h-> a <g> x 2 . . . <g> 

Ici, a G W n (O v ) et G 0*, ou C„ est l'anneau de valuation associe a la valuation 
v induite par y avec 7r une uniformisante. Par la definition du residu d^ (voir les 
Remar ques 14.21 et 14. 7[) . il est clair que les residus sont compatibles. 



31 



References 



[AG] Maurice Auslander et Oscar Goldman. The Brauer group of a commutative ring. 

I Trans. Amer. Math. Soc] 97, 367-409, 1960. 
[Alb] Adrian Albert. Simple algebras of degree p e over a centrum of characteristic p. 

I Trans. Amer. Math. Soc] 40(1), 112-126, 1936. 



[BK] Spencer Bloch et Kazuya Kato. p-adic etale cohomology. Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 
(63), 107-152, 1986. 

[Bla] Altha Blanchet. Function fields of generalized Brauer-Severi varieties. Comm. Algebra, 19(1), 
97-118, 1991. 

[BT] Hyman Bass et John Tate. The Milnor ring of a global field. In Algebraic K-theory, II : 
"Classical" algebraic K-theory and connections with arithmetic (Proc. Con]., Seattle, Wash., 
Battelle Memorial Inst., 1972), pages 349-446. Lecture Notes in Math., Vol. 342. Springer, 
Berlin, 1973. 

[Car] Pierre Cartier. Questions de rationalite des diviseurs en geometrie algebrique. 
\Bull. Soc. Math. Francel 86, 177-251, 1958. 

[Coh] Irvin Cohen. On the structure and ideal theory of complete local rings. 

1 Trans. Amer. Math. Soc] 59, 54-106, 1946. 

[EKLV] Helene Esnault, Bruno Kahn, Marc Levine, et Eckart Viehweg. The Arason invariant and mod 

2 algebraic cycles. \J. Amer. Math. Soc\ 11(1), 73-118, 1998. 

[Gill] Philippe Gille. Invariants cohomologiques de Rost en caracteristique positive. K-Theory, 21, 
57-100, 2000. 

[Gil2] Philippe Gille. Le probleme de Kneser-Tits. Seminaire Bourbaki n° 983, a paraitre a Asterisque, 
2009. 

[GMS] Skip Garibaldi, Alexander Merkurjev, et Jean-Pierre Serre. Cohomological invariants in Galois 
cohomology, volume 28 de University Lecture Series. Amer. Math. Soc, 2003. 

[Grol] Alexander Grothendieck. Elements de Geometrie Algebrique IV, Etude locale des schemas et des 



morphismes de schemas, Premiere Partie, volume 20 de Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 
Bures-sur-Yvette, 1964. 

[Gro2] Alexander Grothendieck. Le groupe de Brauer : I. Algebres d'Azumaya et interpretations 
diverses. \Seminaire Bourbakj 9, 199-219, 1964-1966. Expose No. 290. 

[GS] Philippe Gille et Tamas Szamuely. Central Simple Algebras and Galois Cohomology, volume 
101 de Cambridge studies in advanced mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 
2006. 

[Har] Robin Hartshorne. Algebraic Geometry, volume 52 de Graduate Texts in Mathematics. Springer 
Science+Business Media, Inc., New York, 1977. 

[Izh] Oleg Izhboldin. On the cohomology groups of the field of rational functions. In Mathematics 
in St. Petersburg, volume 174 de Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, pages 21-44. Amer. Math. 
Soc, Providence, RI, 1996. 

[Kah] Bruno Kahn. Applications of weight-two motivic cohomology. Doc Math. J. DMV, 1, 395-416, 
1996. 

[Katl] Kazuya Kato. Galois cohomology of complete discrete valuation fields. In Algebraic K-Theory, 
volume 967 de Lecture notes in mathematics, pages 215-238, Berlin, 1982. 

[Kat2] Kazuya Kato. A Hasse principle for two-dimensional global fields. J. Reine Angew. Math. , 366, 
142-183, 1986. 

[KMRT] Max-Albert Knus, Alexander Merkurjev, Markus Rost, et Jean-Pierre Tignol. The book of 
involutions, volume 44 de Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 1998. 

[Knu] Max- Albert Knus. Quadratic and Hermitian forms over rings, volume 294 de Grundlehren der 
Mathematischen Wissenschaften. Springer- Verlag, Berlin, 1991. 



[Lie] Stephen Lichtenbaum. The construction of weight-two arithmetic cohomology. Unvent. math. , 
88, 183-215, 1987. 



32 



[Merl] Alexander Merkurjev. Invariants of algebraic groups. J. reine angew. Math.\ 508, 127-156, 
1999. 

[Mer2] Alexander Merkurjev. The group SKi for simple algebras. K-Theory, 37(3), 311-319, 2006. 

[Mil] John Milnor. Algebraic if -theory and quadratic forms. Unvent. Math~[ 9, 318-344, 1969/1970. 

[NM] Tadasi Nakayama et Yozo Matsushima. Uber die multiplikative Gruppe einer p-adischen Divi- 
sionsalgebra. \Proc. Imp. Acad. Tokyo] 19, 622-628, 1943. 

[Pan] Ivan Panin. Splitting principle and X-theory of simply connected semisimple algebraic groups. 
Algebra i Analiz, 10(1), 88-131, 1998. 

[Pla] Vladimir Platonov. The Tannaka-Artin problem and reduced K-theory. Math. USSR Izv., 10(2), 
211-243, 1976. Traduction anglaise. 

[Rosl] Markus Rost. Chow Groups with Coefficients. \Doc. Math. J. DMV\ 1, 319-393, 1996. 

[Ros2] Markus Rost. The basic correspondence of a splitting variety. 

Notes telechargables de son site personnel, 1998. 

[RTY] Ulf Rehman, Sergey Tikhonov, et Vyacheslav Yanchevskii. Symbols and cyclicity of algebras 
after a scalar extension. Preprint, 2008. 

[San] Jean-Jacques Sansuc. Groupe de Brauer et arithmetique des groupes algebriques lineaires. 
| J. reine angew. Math.\ 327, 12-80, 1981. 

[Sch] Colette Schoeller. Groupes affines, commutatifs, unipotents sur un corps parfait. 
\Bulletin de la S.M.FX 100, 241-300, 1972. 

[Serl] Jean-Pierre Serre. Corps Locaux. Publications de PInstitut de Mathematique de l'Universite de 
Nancago. Hermann, Paris, 1968. 

[Ser2] Jean-Pierre Serre. Galois Cohomology. Springer Monographs in Mathematics. Springer- Verlag, 
Berlin, 2002. 

[Susl] Andrei Suslin. SK\ of division algebras and Galois cohomology. In Algebraic K-theory, volume 4 
de Adv. Soviet Math., pages 75-99. Amer. Math. Soc, Providence, RI, 1991. 

[Sus2] Andrei Suslin. SK\(A) of division algebras and Galois cohomology revisited, volume 219 de 
Math. Soc. Transl. Ser. 2, pages 125-147. Am. Math. Soc, 2006. 

[Voe] Vladimir Voevodsky. On Motivic Cohomology with Z/l coefficients. Prepublication , 2003. 

[Wad] Adrian Wadsworth. Valuation theory on finite dimensional division algebras. In Valuation 
theory and its applications, Vol. I (Saskatoon, SK, 1999), volume 32 de Fields Inst. Commun., 
pages 385-449. Amer. Math. Soc, Providence, RI, 2002. 

[Wan] Shianghaw Wang. On the commutator group of a simple algebra. \Amer. J~M ath., 72, 323-334, 
1950. 

[Wei] Charles Weibel. 2007 Trieste Lectures on The Proof of the Bloch-Kato Conjecture, volume 23 
de ICTP Lecture Notes Series, pages 1-28. 2008. 

[Wit] Ernst Witt. Zyklische Korper und Algebren der Charakteristic p vom Grad p n . 
| J. reine angew. Math.\ 176, 126-140, 1937. 

[Wou] Tim Wouters. On Suslin's invariant for biquaternion algebras. En preparation, 2009. 



33 



